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PRÉFACE 


Peu après la parution de Pour Comprendre le Calcul 
Intégral, nombreux furent les lecteurs qui me deman- 
dèrent un exposé plus complet de cette branche si 
importante des Mathématiques. Les deux cents pages 
du premier volume sont en effet insuffisantes pour 
contenir les divers développements que comporte 
ce Calcul. Elles ne constituent même, à vrai dire, 
qu'une simple Znitialion où l’éludiant a pu néanmoins 
trouver les grandes idées du Calcul Intégral, ainsi qu’un 
avant-goût fort réduit de ses multiples applications. 

Il y avait donc licu d'envisager un nouveau volume 
plus complet que le précédent et mettant le lecteur à 
même d’aborder sans trop d'effort de gros irailés de 
cette science si féconde en applications de toutes 
sortes. Pour continuer le Calcul Intégral va répondre 
à ces desiderala. 

Dès les deux premiers chapitres, M. René TATON 
aborde l’intégralion des fractions rationnelles et Ja 
rationalisation de certaines intégrales avec leurs 
applications. En passant, l’auteur consacre même 
un paragraphe aux Intégrales abéliennes. 
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Les chapitres suivants ont trait aux séries qui ont 
été à peine amorcées dans le volume précédent, 
ainsi qu'aux séries trigonométriques ct à leurs applica- 
tions en acoustique et en électricité. 

Puis vient une étude extrêmement documentée sur 
un sujet encore peu connu du grand public, je veux 
parler des méthodes les plus modernes d’intégration 
mécanique. Les dessins des appareils intégrateurs 
ont fait l’objet de soins particuliers et tout le chapitre 
qui concerne ces merveilleux instruments de lravail 
constitue l’un des plus intéressants de ce nouvel 
ouvrage. 

La huitième leçon, ainsi que la neuvième, sont 
consacrées aux équations différentielles de premier 
ordre, ainsi qu’à leurs applications dans le domaine 
géométrique. L'auteur y aborde même les problèmes 
plans de trajecloires orthogonales, les équations 
linéaires et les courbes intégrales. 

L'étude des applicalions des équations du deuxième 
ordre, dans la onzième leçon, donne lieu à des consi- 
dérations du plus haut intérêt sur le pendule, le mouve- 
ment apériodique, les oscillations amoriies, etc. 

Pour répondre à des critiques possibles, je dois 
dire ici que c’est à dessein que l’auteur a négligé les 


intégrales curvilignes, doubles et triples, aïinsi que 


les équations aux dérivées particlles. Après une pre- 


mière inilialion, il était en effet préférable d’appro- 
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fondir les chapitres principaux consacrés aux appli- 
cations les plus simples. En traitant trop de questions, 
on eût risqué de ne donner de chacune d'elles qu’une 
idée plutôt incomplète. 

Je ferai remarquer également qu’en dehors des 
lecteurs qui s’intéressent par curiosité au Calcul 
intégral, cet ouvrage rendra de signalés services aux 
étudiants. En parcourant les quatre ouvrages de 
Calcul différentiel et de Calcul intégral que va com- 
porter cette Collection, les élèves seront à même de 
résoudre sans difficultés les problèmes de Mathéma- 
tiques qui se posent aux étudiants en chimie, en phy- 
sique et en électricité. Pour les élèves de Mathéma- 
tiques supéricures, ces divers ouvrages pourront 
servir d’iniliation aux cours d'Analyse plus appro- 
fondis et constiluer une base solide de départ. 

On me permeltra en terminant d'adresser à l’auteur 
de Pour continuer le Calcul intégral, jeune agrégé 
de Mathémaliques, mes bien vives félicitations, 
el cela non seulement &n mon nom, mais au nom des 
nombreux éludiants qui sont avides d'apprendre et 
de comprendre. M. René TATOoN ἃ su d'emblée s’adapter 
à la méthode pédagogique qui caractérise l’esprit de 
celte Collection. Ce nouvel ouvrage, j’en suis assuré à 
l’avance, connaîtra les mêmes succès que ses devan- 
ciers, 


Th. MorEeux. 


POUR CONTINUER 
LE CALCUL INTÉGRAL 


PREMIÈRE LEÇON 


MÉTHODES D’INTÉGRATION 


1. Généralités. 


Tandis que le calcul différentiel étudie les propriétés 
Jocales ou instantanées d’une fonction, par le calcul 
intégral on essaie de remonter de ces propriétés locales 
aux propriétés globales. Le premier objectif est de 
trouver la primilive ou la courbe intégrale d’une fonc- 
tion donnée. Géomélriquement, ce problème s’énonce : 
calculer l’aire comprise entre une courbe, l’axe des x 


et deux parallèles à l’axc des y . 


2. Intégration approchée. 

Si la fonction donnée est empirique ou si l’équation 
de la courbe n’est pas simple, le seul procédé utilisable 
est l’intégralion approchéce graphique ou mécanique. 
Rappelons-en rapidement les différentes méthodes, 
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1° Construire la courbe sur papier fort, découper la 
surface considérée, la peser, déterminer l'aire par 
comparaison avec le poids de l’aire unité. Si la courbe 
a une forme simple, l’utilisation du papier quadrillé 
permet de connaîlre approximalivement l'aire sans 
découpage. 

20 Calculer l’aire par l’une des méthodes suivantes : 
méthode des trapèzes, de Simpson, de Poncelet. Le 
premier procédé ἃ été étudié en détail : Calcul intégral 
(n° 66). En prenant suffisamment de points intermé- 
diaires, on peut ainsi calculer l'intégrale avec toute 
la précision désirable. 

3° Mesurer l’aire à l’aide d’un appareil à intégrer : 
planimètre d’Amsler ou autre. Une première élude 
a élé faite : Calcul intégral (n® 83, 84, 85). Des préci- 


sions nouvelles seront données dans la huitième leçon. 


3. Introduction de fonctions nouvelles. 


En étudiant 105 cas d’intégralion les plus simples, 
nous rencontrerons déjà quelques difficultés. Il est 
souvent beaucoup plus facile de dériver une fonction 
que de chercher sa primitive. ΠῚ n’exisle pas de règle 
générale pour résoudre ce dernier problème. Très sou- 
vent d’ailleurs, la primitive ne pourra s'exprimer au 
moyen des fonctions simples que nous connaissons. 
Des fonclions nouvelles s’inlroduisent comme primi- 


tives de fonctions connues. Par exemple nous pouvons 
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“ 


d AU I 
définir L + comme l’une des primitives de τι . Dans le 


calcul intégral (n° 142), nous avons défini les fonctions 
elliptiques comme intégrales de fonctions irralionnelles 
particulières. On peut dresser des tables numériques 
de ces nouvelles fonclions, les représenter graphique- 
ment et en étudier les propriétés. Elles viennent alors 
augmenter fe nombre des fonclions connues. 


&. Utilisation d’un tableau de primitives. 


Notre premicr but est plus modeste. L’intégralion 
étant l’opéralion inverse de la dérivation, chaque for- 
mule de dérivalion nous donnera une formule d’inté- 
gralion. Nous allons dresser un premier tableau de 
primitives en utilisant le tableau de dérivées : Pour 
continuer le calcul différentiel (p. 230 et 231). Nous 
laisserons Le résultat sous forme d’intégrale indéfnie 
en n’oubliant pas de transcrire chaque fois la constante 
d'intégration. Deux propriétés permettront d'utiliser 
ce Lableau dans des cas assez élendus. 

10 L'intégrale d’une somme est égale à la somine des 
intégrales. 

20 On peut faire sortir une constante du signe somme : 
Calcul intégral n° 36. Nous décomposerons la quantilé 
à intégrer en expressions plus simples que nous compa- 
rerons aux formes types du tableau. S'il y a identité 


avec l’une d’entre elles, l’intégrale est connue, sinon 
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il faudra essayer de la ramener à l’une de ces formes 


par des procédés de calcul. 


5. Confection du tableau. 
Ixpliquons quelques résultats. 
19 Nous avons rencontré la formule de dérivalion, 
(am) = maxm—1 valable, pour m entier non nul. 
Quelques cas d’extension de cette formule ont été 
notés dans Pour continuer le calcul différentiel. Nous 
nous proposons de la généraliser. Rappelons la notation 


des exposants fractionnaires : Ÿ/xP se désigne par 


P 
æ aq. Ces nouveaux exposants sont soumis aux 


mêmes règles de calcul que les exposants entiers. 


ἀἱ τὸν q/ > Æ. 
Cherchons la dérivée de z — {/ xP = χᾳ. 


Posons χᾷ πὴ «(Οὐ T = y1; 2 -Ξ [ω1 yP. 


F 
Différenlions : dt = σα Ἑ dy; ἐξ = pyP 1 dy. 
Divisons membre à membre 

“-- ΞΞιτ τ 
LE q° QE 


La formule de dérivalion (48) = mxm-T est donc 


dz P —1)—(q—1 P gr" ΠῚ ΡΟ 
GORE yP )--ἰᾳ )-- LE yp q IN 


valable que m soil entier ou fractionnaire (m 7 0). 
Remplaçons m par m + 1: 
(απ: 1) — (m + 1)am; (m7 —1). 


Nous en tirons la formule d'intégration : 


1 
: m LE mA Eee LLC 
pou m# ἱ; 41 dx ET xm + C 
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A l'avenir, pour intégrer une expression de la forme 


P 
N4 xP nous la mettrons toujours sous la forme x ag, les 
calculs étant ainsi plus simples. 


29 Mais que se passe-t-il pour m = —- 1 ? 


OUEN Er, 
HE AUC 
et fat dx = ἴ,[χ] + C (19° forme). 
Cetie constante C est Le logarithme d’un nombre [ἃ |. 
dx 
soi | +C=LIz|+Lilal 


ar (2 rome) 

N'oublions pas que l'argument d’un logarithme est 
{toujours positif. 

30 Faisons encore unc remarque relalive aux dérivées 
de fonctions circulaires inverses. Les formules cos y = x 
et y — arc cos x sont équivalentes. L’équation en y 
admet une infinité de solutions donc arc cos + admet 
une infinité de déterminations. Pour rendre cette 
fonction uniforme, il suffit de considérer la délermina- 
lion unique comprise dans l’inlervalle (0, x): détermi- 
nation principale désignée par Arc cos x. Are sin x sera 


de même la déterminalion principale de arc sin x çom- 
ν π π : 
prise entre — #4 οἱ + LE (fig. 1). Les formules de 
dérivation font alors intervenir un signe unique : 
— 1 


(Arc cos x) = © (Arc sin t) = -- ξξε:ξςςξ, 
Vi—2 V1 T2 
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D'où les formules d’inlégration 
0 εχ | : 
J Fous = Arc sin αὶ + (ἃ = — Arc cos € + Ce 
LT 


Arc tgzx est la détermination principale de arc tg x. 


T T 
Elle est comprise entre —— οἱ + Se 


ds 


Ÿ=Arccosx 


Fr 1. 


49 Généralisalion par changement de variables. 


Soit à calculer 
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: zx 
Posons y — K 
* dy ï Σ Ὧν" 
Ιτ-Ξι [ἰ-- --ῖϑξξ- = Arcsiny +C—=Arcsin --- ἃ. 
ν1 ἘΞ k 


De même : 


dx 
dx 1 [.-." 1 ΖΝ, 
Er: nee El RC 
F9 1 Ἐπ 


Le lecteur vérificra par dérivation : 


se dE CR , Lo é 
ὌΠ NAT eur nr 


Démontrons une dernière formule : 


sin αὶ dx 
5011. Ι -- f L£ x dx — TE 


COS T 
Posons cos ἃ = u ; — sin dx = du 
du ὃ C 
I=—f—-=—-Llu| +a=L|-| - 
u u COS 2 


De même f cotg dx — L|Csinzx|. 

Les autres formules dérivent immédiatement du 
tableau de dérivées du livre : Pour continuer le Calcul 
différentiel, p. 230 et 231. 


TATON. — Pour continuer le Calcul intégral. 2 
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6. Tableau de primitives. 


fau = ax + C 


1 
am dx — m + 1 " RAS À ἶ 
]} πι-ΕἸ ὡ FC(nEe 1 entier ou frac 


GoRnaIe) 


dx 


 =L|æ|+C=Ll|al 


feax- 
ΩΣ AT τ ' 

L «a Te 
fc ΟΣ =shzx<+cC 
{sn δα = chx+C 
7 dx | τὸ 
- hs Τ ἱπσ +C 

dx 
pre ali ris ΟΠ + C 


Sin T At = — cos ὦ + C 
COS Tdt = sinx + C 


᾿ 
J 
Jus 1 
£ 


cotg xdx — L|Csinxl| 


C 
COS Z 
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dx oc " 
οὐδ x πράττω 


dx e 
fe RL OR A 
dE | 
JA = Arc sin LT + Co — — Arc COS ZT Ῥ ἴνῳ 
| l— 2% 


1 = Tr = Arc sin — . + C 
re 9 - + pe = Lx + να + le | LC 
En 


{- τὸν = ἀτοίρα + C 
1 x 


Le lectcur devra consuller ce lableau chaque fois 
qu'il aura une intégralion à faire : il finira ainsi par 


retenir ces formules sans cffort faslidicux. 


7. Changement de variables. 


La méthode a été exposée : Calcul intégral (n° 41). 
On remplace par une variable auxiliaire une certaine 
Jonction de x. Soil par exemple τι — @ (x) d'où x = ἔ (u). 

On substilue sous le signe somme à x el dx leurs nou- 
velles valeurs en fonction de u et du. On intègre en consi- 


dérant u comme variable indépendante οἱ dans le résultat 
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oblenu on remplace u en fonction de x. Cette méthode 
permet de ramener cerlaines expressions aux formes 
canoniques. 
9 
1 x” dx 
EXEMPLES : 1° Calculer I — = 
à V αϑ + x 

Nous remarquons que (a + x$) a pour différentielle 

3 x dx. Donc en posant @ + 2 = τ. 


I 1 »du 1 hs Mg CE 
+. " TT U 3du — ΕῚ » ΕῚ u3+t 
“18 


] Le 
= (a +a)s +C 


| 2 et dx 
290 Calculer 1 — 15 
. 168 + 


Posons Œ+l=u du = οὐ ax 
2 dut 
ΤΞ 
1 


Pour appliquer correctement celle méthode, il est néces- 


=2L{|u|+k-=LCu 
PCT (eo) 


saire que Î(u) soil continue et il est préférable qu’elle 
varie dans un sens constant. Pour le calcul d’une inté- 
grale définie, si l’on connaît les valeurs u, el uw, corres- 
pondant aux bornes x, Οἱ x, de l’intervalle, 11 n’est 
pas nécessaire de revenir à une expression en tx. 

Ξ | * τ 

EXEMPLE : Calculer 1 — Ἐν Ξε 

1. ZX + 1 


Posons + em MD À M ΔΕ ΕΞ 
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Pour Tin eut Pour ἃ =R2 mu: = D; 
1 du 1 Ὁ 1 5 
Lei à F=s(iu)=srs 


Il est préférable de n’appliquer celle méthode que dans 
les intervalles où les fonctions T(u) et@(x) sont uniformes, 
sinon il faut s'assurer que l’on conserve la méme déter- 
minalion. Cette étude sera illustrée de nombreux 


exemples dans le cours de cet ouvrage. 


8. Intégration par parties. 


Le principe en a été étudié au n° 42 du Calcul Inlé- 


gral. 
Soil y =up; dy = d(uv) πα udv + vdu 
D'où udo = d (uv) — vdu. 


Intégrons { {0 — fe [d (un) — vdu] 
— fd(uo) — f vdu = uv — f vdu. 
Donc f'udv = μὖὺ — fvau (1) 


Cetle méthode devra élre appliquée toutes les fois que 
l’on saura calculer la primilive de v' οἱ que le calcul de 
FA vdu apparaitra plus simple que le calcul de J'udv 
Remarquons que dx fail toujours partie de la difJéren- 
lielle Av. 

EXEMPLES : 1° Calculer 1 x (05 TX. 

Posons uUu=zx; dv = cos Tux. 


Nous déduisons du = dx; v = Π} COS Tdx = Sin αὶ, 
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Remplaçons u, v, du, dv par leurs expressions dans (1) 


Jxcos dx = x sinx— [ sin xdx = xsinx + cos x +C. 


29 1- /2x Arc tg x dzx. 
Posons u — Arctg zx; dv = 2x dx 
du = + Dæ + 
l x ” dr 
Ξε α΄ Arc wz— ἢ! [- τὸ 
x° 1 +2 — 1 
RER Nbr: 


x dx f' ᾿ dx 
Donc — — _… — — 
ne fx + À | dx TL 


=%—-Arctgz +C 
I = (x - 1) Arctg αὶ — x + C. 

Celte méthode est à utiliser dans l'intégration de fonc- 
lions renfermant cerlaines transcendantes à dérivées 
simples telles que L x, οὐ, Arc ig x, cos x, sin +. Dans 
cerlains exemples, la formule doit être appliquée 
plusieurs fois. 

EXEMPLE : Calculer 1 — A eZ (08 2 dx. 

Posons et =" τς 4C0S Πα ΞΕ αν 

D’où et di = du; +SsMmx= τ. 

Ι = οἷ sin x VA eÆsinxdr = æsinx—J (1). 

Pour calculer la nouvelle intégrale J, 

posons ef = τ: Sin Xdx —= dv. 

D'où et dx = du; — cos x = v. 


J = -ττ οὗ cos x + I. (2) 
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Malgré les apparences, l’intégration est effectuée : 
les relations (1) et (2) sont deux équations en 1 et J, 
(OT = τ θη TJ ὙΠ ΕΓ (12) 
{ ou 
([J=—eæcosx +]I EN REP τ (2°) 
En additionnant (1°) et (2) 
21 = ef (sin x + cos x) 
En retranchant ces équations ͵ 
2J = οὗ (sin x — cos x). 


D'où les formules : 


€ 
I = S οἵ ρ05 αἱ ἐκ = 5 (sin X + cos 4) + C 


- ΡῈ 
ἐ ἣ “τος απασασααι ἥ , f 
7 = /esin αὶ εἰς = 5 (sin æ — cos x) + C’. 


REMARQUE. — Le résultat de l'intégration par 
parlies étant exprimé en fonction de x, aucune diffi- 


cullé nouvelle n'intervient dans le calcul d’une inté- 


grale définic. 


9. Intégration par les séries, 


Cette méthode sera étudiée. dans la Cinquième 


leçon. 


DEUXIÈME LEÇON 


INTÉGRATION DES FRACTIONS 
RATIONNELLES 


1. DÉCOMPOSITION DES POLYNÔMES. 


10. Reste d’une division de polynômes. 


Nous avons appris à diviser un polynôme par un 
autre polynôme : Pour continuer l’algèbre (n° 20). Dans 
les exemples trailés, le dernier reste partiel étail tou- 
jours nul ; ce fait n’est pas général. Souvent le reste 
est différent de 0, mais son degré cest nécessairement 
inférieur au degré du diviseur, sinon la division ne 


serait pas terminée. 


11. Division par (x — a). 


Un cas particulier important cest la division par un 
binôme du 19: degré de la forme (x —- a). Le reste est 
alors de degré 0 ; c’est une ‘onslante. Soit 1(x) le divi- 
dende, g(x) son quotient par (x — a), r le reste (cons- 
tante). L’identilé de la division s’écrit : 


f(x) =ig (ἃ) ὦ — a) + τ. (1) 


INTÉGRATION DES FRACTIONS RATIONNELLES 20 
Elle est en particulier vérifiée pour x = a. 
[ (α) = g(@(a— a) +r=0+razr. (2) 
Si en parliculier f (x) est divisible par (x — a). 
πῃ {(a). 


Donc, pour que Î (x) soit divisible par (x — a), il faut 
que ἃ soil racine de ἴ (x). Réciproquement, si a est racine 
de ἴ (x) l’égalité (2) s'écrit 0 = r, f (x) est divisible par 
(x — a). 


12. Racines multiples. 
Si / (x) est divisible par (x — a), il se met sous la forme 


f(x) = ὦ — a) g (x). 


Mais g(x) peut encore admettre à pour racine, 


dans ce cas il peut s’écrire : 
g (x) = (ὦ — a) h(x). 
Et en remplaçant g (x) par sa nouvelle expression 
[@)=(&- à) gx) =(x— a) h(à) 


Si À (x) n’admet plus la racine a, on ne peut plus 
metire de nouveau (x — a) en facteur. On dit alors 
que a est racine double de Î (x) ou racine d’ordre 2. On 
définit de même une racine triple, une racine nème, 
Si a est une racine nème de [ (x), ce polynôme s’écrit sous 
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forme du produit de (x — a)? par un polynôme non divi- 
sible par (x — a). 
f@=(—- αὐ g(x); σία) ζξ0 
7 ξξπα-- αγπτ--ἴ σ(α) + ὦ-- a} g'(x) 
= (x —a}—1{ng(x) + (x --- a) g'(x)]. 
Pour x = a, le polynôme entre crochets prend la 
valeur n g (a) τέ 0 
f” (x) admet donc le nombre a pour racine d’ordre (n — 1). 
Ainsi une racine d’ordre 4 du polynôme sera racine 
triple de la dérivée, racine double de la dérivée 2ème, 


"- 


racine simple de la dérivée 3ème, 


13. Cas de plusieurs racines distinctes. 

Le polynôme x — 6 x? + {1x — 6 s’annule pour 
Le Mie χα ΞΞ ἢ: 

Il est en particulier divisible par (x — 1). Faisons 
la division. 

Lt — 6 2 + 11x —6—(x—1)(x —5z +6) (). 

Pour x = 2, le 127 membre s’annule, donc le 2° mem- 
bre S’annule aussi. Le 127 facteur cst égal à 1, donc le 
29 est nul : x? — 5x + 6 admet 2 pour racine et est 
divisible par (x — 2). En fait : 

2 — 5x + 6 = (x — 2) (x — 3) 

CE 2 — Gr + 11xz — 6 = (x — 1) (x — 2) (x — 3). 


(1) Nous utiliserons dorénavant le signe — au lieu du 
signe ΞΞΞ Juand il n’y aura pas d’ambiguité possible, 
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D'une façon générale : 

Si un polynôme admet les racines ἃ, Ὁ, c, il est divi- 
sible par le produit (x — a), (x — Β)Ἐ (x — ΟΥ̓́, chaque 
facteur tel que (x — a) étant affecté d’un exposant égal 
à l’ordre de la racine correspondante. 

Par exemple, un polynôme qui admet la racine 1 
à l’ordre 2, la racine (—-1) à l’ordre 3, la racine 2 à 
l’ordre 1, est divisible par 


(x — 1}2(x + Ὁ (x — 2). 


14. Décomposition d’un polynôme en produit de fac- 
teurs. 


Si nous connaissons cerlaines racines d’un polynôme, 
nous savons le décomposer en un produit de facteurs 
{chaque racine étant comptée avec son ordre). Nous 
pouvons maintenant nous poser la question : Combien 
un polynôme admet-il de racines ? Seule, la théorie des 
nombres complexes permet de donner une réponse 
générale. Mais dès maintenant nous pouvons donner 
un premier résullat : 

Le nombre des racines (chacune complée avec son 
ordre) ne peut surpasser le degré du polynôme. 

En effet,’ si un polynôme du 3°" degré admettail 
quatre racines, il serait divisible par un produit de 
A facteurs du 19. degré, donc par un polynôme du 
459 degré, ce qui est absurde. Admettons maintenant 
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un résultat que l’on établit dans l’étude des nombres 
complexes. 

Tout polynôme n'ayant pas de racines peul étre décom- 
posé en un produit de trinômes du 29 degré (eux-mêmes 


sans racines). 


EXEMPLES : 10 χϑ + 1 n’a pas de racines car αὐ étant 
un carré esi toujours positif donc 
M 1 5 39: 
Mais χλ 1 τ (+1? —22 ».ε 
Appliquons l’identité a? — b? — (a + b) (a — b)en 


remarquant que 22? est le carré de x V2. 
at - 1 = (2e + x V2 + 1) ( — x V2 + 1), 


Les deux irinômes onl même discriminant. négalif : 
2—4 = — 115 n’ont pas de racines. 

29 Le polynome 2x? — 1 s’annule pour la seulc 
valeur ἃ = 1 : racine simple (6). 1] sera donc divisible 
par le seul binôme (x —- 1). 

x — 1 — (x — 1) X polynome du 2ème degré. 


Ce polynôme du 2ème degré ne peut s’annuler, sinon 
x — 1 admettrait une 2" racine. Vérifions par la divi- 
sion, 

αϑ---1 = (x —1) (x? + οι +1). 


(1) «ϑ — 1 — 0 peut s’écrire αὖ = 1. Or x est une fonc- 
tion croissante de — co à - οὐ donc ne prend la valeur 1 
que pour une seule valeur de x : x = 1. 
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Nous venons de rencontrer le premier exemple d’un 
fait général : 

En principe ἰοι au moins, tout polynôme peut se 
décomposer en un produit de binômes du 1°" degré et 
de trinômes du 2e degré sans racines, chacune de ces 
expressions élant affectée d’un exposant; ce produit 


constilue la décomposition canonique du polynôme. 


REMARQUE. — Un produit de facteurs du 2ème degré 
est lui-même de degré pair. Dans la décomposition d’un 
polynôme de degré impair entrera donc au moins un 
binôme de la forme (x — a). Un polynôme de degré 


impair (3ème, 5ème) acmetlra done au moins une racine a. 


2. IÉCOMPOSITION DES FRACTIONS RATIONNELLIS. 


Passons maintenant à l'étude des fractions ralion- 
nelles. Pour les intégrer, il est souvent nécessaire de 
les décomposer en expressions plus simples. La théorie 


suivante nous en montrera la possibililé. 


15. Premier iype de fractions : 


Le degré du numérateur surpasse le degré du 
dénominateur ou lui est égal. 
Une telle fraction peut étre décomposée en un polynôme 
et une fraction plus simple. Soit par exemple : 
a — 3x + ἃ 


1 
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Nous pouvons diviser x8 — 8x? + 2 par le dénomi- 
nateur (x? — 1). 
L'égalité s'écrit 
C— 3 +2 = (2 —--1)(x —3) + z—1. 
(5. 1} (x — 3) + (x — 1) 


D'où Βα = OPA 
1) (5. τ) CAE DT 5 tri 
ἊΣ x? — 1 | ΚΌΡΕΣ ΗΝ a Ως L Lt 


16. Deuxième type de fractions : 


Le degré du numérateur est inférieur au degré du 
dénominateur. 

Nous nous bornerons maintenant à étudier les frac- 
tions de ce type : les autres se ramenant à celles-ci 
par division. Pour décomposer ces fractions, il faut 
supposer le dénominateur décomposé sous forme cano- 


nique. Nous admetltrons le résullat suivant : 


17. Théorème fondamental. 


Toule fraction ralionnelle du 2ème {ype est décomposable 
d'une façon unique en éléments simples de 2 ordres 
(décomposition canonique). 

19 Les éléments du 1° ordre correspondent aux 
binômes du 197 degré du dénominalcur. À chaque binôme 
(x — a) correspond la suite suivante d'éléments simples. 

(πη ' Cn—1 C, 
ΤΕΣ ΕΣ στ τὴ - RS | 


δ γε: ἐπ TE) T—a 
(Cp Co On Sont des constantes). 
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2. Les éléments du 2ème ordre correspondent aux tri- 
nômes du 2ème degré. Au trinôme (œa? -- x +- y} cor- 
respond la suite d'éléments : 

An € + bn αι Ὁ + b, 
(ax? + Pa + y)" ÿ RP Π βᾳ + y 
(Gys Dys es Ans On sont des constantes). 

Ce résullat esl d’apparence compliquée, aussi con- 
seillons-nous au lecteur d’étudier les exemples avant 
de relire ce théorème fondamental. 


18. Pratique de la décomposition. 


Soit une fraction rationnelle, le théorème fonda- 
mental nous donne à priori la forme de sa décomposi- 
tion canonique. Nous l’écrirons avec des coefflcients 


indéterminés que nous calculerons ensuite . 
PREMIER EXEMPLE : 


D'qe 


Nous avons vu au n° 13 que : 
αϑ--- 6 αῷ + 111 --- Ὁ ΞΞ (x --- 1) (x --- 2) (x --- 3). 


LT ré b | Ὁ 
ONE ES LR LS 
Chassons les dénominateurs. 
22 — 1æa(x — 2) (x — 3) 
+ br ---- 1) (ὦ —3) + c(x — 1) (x — 2). 
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En donnant successivement à x trois valeurs dil- 
férentes, nous obliendrons trois équations du Tr degré 
en α, ὃ, c. Un choix judicieux de ces valeurs simplifie 
ces équations. 

Pour x = 1, le 12° membre esl égal à 2 — 1 — 1 ; 
les deux derniers produits du 2ème membre renfermant 


(x — 1) s’annulent, le premier produil est égal à : 


a (1— 2) (1 —3) = 2a. 


1 
D'où l’égalité : 2a=1; a = —. 


Pour αὶ = 2 nous obltenons : -- ὃ — 7. 
17 
PORT = Sr 2C= 17; C=-——. 


La décomposition s'écrit : 


22 — Ax + 4 
ἄν He +ax. +1 
a Pa {ἃ ls (x LINGE OT) 


Deuxième exemple : F = 


A, ΒΦ 
a+ 1 


donc F= 


Chassons les dénominatleurs 


(22 — 4x + 4) = A αὐ + 1) + (Bz + C) (x + 1). 
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l'aisons 
T——1 10 —2A A =5 
T= 0 4A=A+C=5+C C=—1 
T—+1;,2—14+44—2—2A +2B+2C-8--2B 
2B = —6 B = —3 
5 ST 4 À 


Troisième exemple : KM = CAL &TrD 


La décomposition est de la forme : 


ἊΝ - Bx +cC Dr +E 
x +1 (2x* + 1)3 20 +1 


Chassons les dénominaleurs. 


27x—9=A (2x? +- 1) + (Ba + C)(x +1) 


4 (Dax +E) (& + 1) (22% + 1). (1) 
Pour = —1; —30 = À X 9: A = — 4, 


or — 4 (22 + 1) = — 4 (dat + 413 - 1) 
= — 1602 — 16 x? — 4, 
En relranchant celte expression aux deux membres 
de (L), il vient : 
27%— 9 162 + 162 +4 = 16 28 + 162 +. 27x—5 
= +1)1Bz +C+(Dz + 1Ὁ (22? + 1)]. 
Divisons les 2 membres par x - 1. 


162 — 162 +327 5=Br+C+ (Dax E)Cr+ 1). 


TaToN. — Pour continuer le Caleul intégral. 3 


24 POUR CONTINUER LE CALCUL INTÉGRAL 


Développons el ordonnons le 2° membre, 
162 = 16282752 Dé 0 
+ DB +D)z +C+E. 


Les deux membres élant identiques, les cocfficients 


d’une même puissance de æ seront égaux. 


21) = 16 D ΞΞ ὃ 

2E = —16 E = - ὃ 
B +D =B +8 —=,32 B = 24 
LH τ Ξ ὦ --- = —5 C=3 


La décomposition s’écril 


Enr NN SHOT al 8(x—i 
RE EPMRTE HUE el ἢ ee 
ὙΠ Ὁ (22? + 1) Dir EI 
QUATRIÈME EXEMPLE. — Un dernier exemple nous 


montrera une mélhode plus rapide applicable au cas 
où le dénominateur ne contient qu’un facteur unique 
élevé ἃ une cerlaine puissance. 


Soil F= — 


- 


(x + 4} 
Posous x - 1 =u où t=u— 14; 2 = u2— Bu +16 
δα Lt Me SU οὐ UM EEE US 80 1 
= OU — 32 - 86. 
se nt) Π J2u + 36 40 32 5 
[ re τ ---- 
ΠΣ CFA μϑ 
90 52 5 
CARE ὙΦΩΥ͂ στε PAP EN 


Il 
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3. INTÉGRATION DES ÉLÉMENTS SIMPLES. 


Nous savons décomposer une fraction rationnelle 
en éléments simples, il nous faut maintenant apprendre 


à intégrer ces éléments. 


19. Eléments du 1°r ordre. 


Le changement de variable ἃ — a τὸ u permet de 
calculer aisément leurs primilives. 


Ἵ A dx ἣ dx Ἵ du Fe 
messe —— cames rec τ"» --- τ. RE ne — à y 
Δ — Q ᾿  ----ἃ u | 08 [u[ +c 


= À log [ὦ —a| + CG 


Α dx A1 A f ou 
(x (x — am si ἘΠ λον τ ᾿ 


| 
a τς ni x (x AA a)n—1 + C.. 


20. Eléments du 2°" ordre. 
+ ae | +2 
Eludions d’abord les éléments de la forme ———— . 
ax“ -- br |-c 
[ 
Soil à intégrer la fraclion éludiée dans le deuxième 


exemple de décomposition. Inlégrons d’abord l’élé- 
13x44 1 
ment FTP. 
La dérivée de à? + 1 est 2x. Exlrayons du numéra- 
teur le plus grand nombre de fois possible celte dérivée. 


VE + 1 d 3 δ τὴς ων Ξΐ dx 
x. +] Pre à Ὑ +1 CR TE TEE 


- ἐπ 
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Posons Z'+Llmu: 22 0x = du 
2%4at "np 
“ = a — πῇ te C = L Fc = F 
fe 1 u <L Val: [ΕἸ 0 
[3 dx dote 
= Ar à 
a" + 1 AL 


” 2x — 4x +4 
D'où Ϊ = fra tr 


Ἐξ ἢ, 
=5L{fz+1]—S LI +1]—aArctezx ἘῸΟ 


Nous pouvons grouper les logarithmes. 
5 L [x +- τ CT Ἵν: 
3 Ι Ι 


OL 2. 15}: - -- 
+ ἜΝ VE +1} 
QUES ee 
T . 1 )10 
D'où = L ὙΠ ΣΝ gx +( 


D'une façon générale loute différentielle de la forme 
AX + B 
ax + bx Ἐς 
différentielle de logarithme et d’une différentielle de la 

ax 
ax? +bx + εὖ 
Pour intégrer cetle dernière, la théorie du trinôme 


ax peut se ramener à la somme d'une 


forme 


nous sera ulile. 
Rappelons qu’un trinôme peut se mellre sous forme 
d’une somme ou d’une différence cle 2 carrés : 


| b € 
2 D 1. en 1 — hu. παπεκα, 
a +ie+e=a(s +++) 


.-. οὔ» 


b ; rl : 
a? + -xestle début du développement du carré dex + =— 
a 
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2a 


2 b dt ΠΣ τπθ 0 δὲ ot 
Ἢ ἜΝ 40 “ιν 24 a 4 a 


16. D, x b — 4 ac 
D — 4 ac : 
SiP—4ac>0 posons ---τ-ς---- -Ξ η΄, 
4 a 
τ b? — 4 ας ὲ 
Si PP —4ac<Z0  posons TC FN M LEE 


tt nous avons 


dx 
dx b VE » 
7 ΟΕ Υὰ (x + ἡ π Σ 
in posant ΟΞ ΞΘ 


2.4 


, 1 du 
l'intégrale devient — ——— |, 
ὃ α ιι2 + n° 


Or ‘Panrês le lableau d’intégrales page 19. 


( b 
ANT Î εἰ 1 ce ne) ᾿ 


.Ξ- -.,᾿ιοῖρ-- +C=— Ατοίρ-ο----- {6 
7 tm mm FO TARE TZ | 


b 
- L+ — —m 
du LE c Î + δα Le 
J ur 2m um TémoT b τ ὃ 
F 24 Ce 
Az -["B 


L'inlégralion des eXpressions > sans 
8 » (a ΟὟ + ὑπ 


être bien diMicile au paint de vue théorique est en 
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fail assez pénible. Nous n’entrerons pas dans son 
détail. Notons seulement que l’on fail le même groupe- 
ment dans le trinôme, puis le même changement de 
variable. En alternant des décompositions ct des inté- 
grations par parties on abaisse l’exposant du dénomi- 
nateur et on ramène finalement l’expression au type 


précédemment intégré. 
21. Conclusion. 


Une fraction rationnelle est loujours intégrable si 
l’on connaît la décomposition canonique du dénomina- 
leur. Sinon on nc peut décomposer la fraction en élé- 
ments simples ct l’inlégration formelle est en général 
impossible. On utilise alors l’intégration graphique ou 
l’intégralion mécanique. Nous avons insisté sur celte 
étude car Ja leçon suivante nous montrera que de 
nombreuses expressions à intégrer se ramènent par 


changement de variable à des fraclions rationnelles. 


_. 


qe ee mt 


| 


TROISIÈME LEÇON 


RATIONALISATION 
71: CERTAINES INTÉGRALES 


1. IXPRESSIONS ALGÉBRIQUES. 


Certaines expressions irralionnelles peuvent se 
transformer par changement de variables en fractions 


rationnelles inlégrables. 


22. Expressions ne renfermant que des puissances 


fractionnaires de x. 


Soil à calculer 1 Ἵ τ΄ ταῖς A: 


Posons 28 Ξε ᾿ἰ; tr =; dx du du 


, "u X 4: du 4 us du 
nu J u% + 1 | u° - 1 


εἰ u5 US + Δ — ιι ? ει" 
".------ = ----ςς--- ι,(5.. ———. 
ιι8 + 1 us + 1 u + 1 


Aus à Au° du 4 Us ει du ra) 
I — u“ du ET LOTUS ιιϑ —- 4 NT EU T3 
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Or 3uË du est la différenticlle de κι -- 1. Posons 


5 +- À = v. 


* uw du 4 * dv À À 
1 == — =—L|r|=—-Liuw+1] 
δ 113 + 1 NS 1} 3 3 


À 
ΕΞ ΤῊ [us — Lu - 1 ἘΟῸ 


ΞΘ - Fe — ], ar + 1 | + C. 


L 


La méthode de décomposilion aurait pu s'appliquer : 
US ΕἼ mu - 1) (ὦ —u + 1). 

Le lecteur vérificra aisément par la méthode des 
coefficients indélcrminés que 

113 ΠΡ ΤΟΥ RE ES 
us +. 1 "5: ἘΜ) ΠΟ VAE à | 1 | 

Un procédé analogue s'applique aux expressions ne 
renfermant que des puissances fractionnaires de(a + bx): 
on prend pour nouvelle variable une puissance de 
(a + Dbx) ayant pour exposant un diviseur de tous les 


exposants de l'expression. Ce changement de variable 


nous est suggéré ici par la nature même de la différen- : 


tielle ; dans l'exemple suivant, il le sera par des consi- 


dérations de géométrie analytique. 


23. Courbes paramétriques. 


Si une courbe est donnée par l’expression paramé- 
trique des coordonnées d’un point variable quila décrit, 


elle est dile définie paramétriquement. 
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Soienl ee : 
ἢ = 6 (ὃ ses équations paramélriques. Si 
} (ὃ et g (b sont des expressions rationnelles, la courbe 
est dile unicursale. À une valeur de £ correspond un 
point unique de la courbe. Si à un point courant cor- 
respond en général une seule valeur de {, la représenta- 
lion est dite propre. 
Dans le cas d’une courbe unicursale, toute fonction 


ralionnelle en x οἱ y est fonction rationnelle de £. 


ἫΝ 1 — 
Tue 
SOÏcnt ἃ πὰ 
πο ὧν 
NE TEE 


PRE D CN ΜΡ ΝΟΥΣ τ NU Prat 
La fonction 2 pa JL 22 = 9 D] 5 παι 
est rationnelle en £. 

De l’équalion cartésienne d’une courbe on peut parfois 
déduire une représentation paramétrique. Soit la courbe 
(E) d’équation y — V2zx — x. 

Celte équation est équivalente au système 

y > 0 


lu = 2x —- xt, 
Or y = 25 — x? peut s'écrire y? + 2 — 2x = 0 
ou PP Ha — 2x + = (t— 1} + y =1 


On reconnaît l’équation du cercle G de centre (1,0) 


de rayon 1 passant par O. La courbe (E) d’équation 1 


42 POUR CONTINUER LE CALCUL INTÉGRAL 


est le demi-cercle situé dans le demi plan y>0 (ἢ. 2). 

Le cercle C est une courbe unicursale. En effet, traçons 
une droile variat : passant 

par O:y — mx. Elle coupe le 

cercle en des points dont les 

coordonnées salisfont ἃ 

(rh τα 0. 


y = mx. 


subsliluons à y la valeur 
Fig. 2. lirée de la deuxième équation 
" == mx 
(1 - η5) — 2x = xz[z(i + nm) — 2] ἀξ 


Pour que le produit soil nul, il faut el il suffit qu’un 
seul des facteurs soil nul. D’où les deux solulions. 
0x = 0 d'où y = 0 (solution évidente : l’origine), 


€ 


2 Πὶ 


À VD) es Ve To 
20x(1+m*)—2—=0 ou x AV 


τη. ΠΕ ΤΩ Des ete 


Quand m varie le point M décrit le cercle en entier. 
Si mn reste posilif, le demi-cerele (E) est. seul décrit. 
Les expressions de x et y étant ralionnelles, la courbe 
est unicursale. 

Toute ellipse, hyperbole, parabole a une équation 
du deuxième degré. Une droite variable issue d’un point 
fixe de la courbe Ia recoupe donc en un point unique. 
L’abscisse ct l’ordonnée de ce point sont données par 
des équations du premier degré d’où l’on tire une 
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représentation paramélrique rationnelle. Les coniques 
sont des courbes unicursales. 

24. Application à l'intégration. 

Soil à calculer 


= AV 2x dx 


Posons == V2x— x : (1) 
= JS y dx. 


L'équation (1) définit æ et y comme coordonnées 
d’un point variable de (E). Les équations paramétri- * 


ques correspondantes sont : 


2 2m ne 4 imdm 
A ne DEL AR ee ΠΟ me)? 


Avec ce changement de variable, 1 se ramène à 


ΤΑῚ 8 Δ θς Π13 dm 
(1 + mp 


= (1 + μι do 


Posons encore m =l£go; dm 


1 
F D =. RES 0 fi} PNR IE 
ο A 2 RE QT 
δ “.- πὖ ἀπ « mé (1 - m°) 
{1 +  _"J (+m} 
= —8 ftsp costpdp — -- 8 [sin cos! φ ἀφ 


— —2 fsin° 2p dy. 
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Posons 29 = u ; 2 do = du. 


[= — f sin? u du — + f{cos2u—1) du = UE ss -- 
sin 4φ SET sin 2@ cos 2@ 
4 2 
ΝΣ ῇ NA ETES 
Mais sin2o — rie ἐν ne ΤΡ ΤΙΣ: : - ἐΞ 
2m (1 —- 1m) 
τὰ OT ἘΠ: τς. Arc (g m. 


9 
se + 0 ᾿ , 
L'intégrale définie { V2zx— 1 dx est égale à 
YA 


Cm (1 —- nm) Fee 10 
—————— — Arc lg m 
AE 110 ce ἢ: 


car quand + varie de 0 à 2, m varie de + so à 0. La 
fraction est nulle aux deux bornes 


͵ FT 
Arc {6 { ©) = --; Arc ἐἰρ (0) = 0 donc 1 = in χῆ; 


REMARQUES. — 19 En exprimant les coordonnées de 
M en fonction de τὶ = 2@ (angle polaire de M avec 
origine au centre du cercle) le calcul est plus rapide. 

TN π 


9 
29 J'udx est l'aire du demi-cercle (E): Ford 


25. Intégrales abéliennes. 


De nombreuses expressions peuvent se rationaliser 
par ce procédé. Une intégrale de la forme f R (x, y) dx 


où Rest une fonction rationnelle en x et y et y — 1 (x) 


7 


= Σ;: " . 
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une fonclion quelconque de x est dite intégrale abé- 
lienne (1) altachée à la courbe y — f (x). Si celle courbe 
est unicursale, la différentielle peut être rationalisée et 


l'intégrale théoriquement calculée. Cilons quelques cas 


particuliers. 
3 £ 
10 ΞΕΞΙΞ ax + D; ee ap: me ME | 
/ ax + b , A+b k 
200 ΞΕ ex τἃ Te τῷ τα’ (ex Ὁ ὦ = ax + b 
b — ἀπ 
y? — a) — ὃ — dy? -- -- 
x (cy a) y em 


Dans ces deux exemples le paramètre est y. 


30 y = + V αὐ + DT + oc; pt = ax + bx + c. 
L’équalion est du 2ème (egré, la courbe correspon- 
dante est unicursale, la différentielle pourra être ratio- 
naliséc. 
ExEMPLE : Soit à calculer 


dx "dr 
à Ϊ —= 4 —————— res 
/ ν᾽ At + 2x (Ὁ : y 


cn posant 1] 
Or pourixtes. Ὁ ἸἼΞΞ 3; 


Une droile variable passant par ce point (0, 3) a 


(1) Intégrales étudiées par le mathématicien norvégien 
Abel (1802-1829). 
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pour équalion y = {x + 3. Elle rencontre la courbe en 


des points dont les coordonnées satisfont à : 
= {x +3 
= Var + 2x +9 


Ξ 


| 


S 


Egalons les deux valeurs de y. 
(x + 3) = dx + 2x +9. 
Développons et ordonnons 
CE — 4) à? + (θί — 2) à = 0 = [(2 -— 4) x + (61—2)] x 


d’où les deux solutions. 


19x—0; y—38 solution banale 
€ pee [ 
᾿ —4)x + G{—2 --ὦὸ ; nn 8 Ὲ 0 
20 ETES 
st 18 SAR 
y = 1x +3 — TE = 12 
61-41 +. 24 
DT ane 7 Αι 
ἜΞ ΓΞ il (GR—41+24)E—4) 
y ὦ (@—43(—30 +2t—12)° 


Simplifions par (— 4) (— 3P + 21--. 12). 
fre SRE: |! 
F—- 2 ἰ- ἃ + 12 
1424 


1 γιὸ Ἵ 
-- -ΠΙ- || ic 
2 FE +c=r ΐ 


Ι ---- ἃ 


᾿ LÉ Se — Muse. Je = -- 
ER RE κω... D en = ---- π΄ σ΄ -΄ἷ“ΠἷΠ. Ὁ... --ῤ΄Πρ--.-.----͵.ς “6 ἧ Ὁ Φ ΦΘΘΝἷἝἷ 
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Cette méthode est Lrès générale mais dans cerlains 
cas particuliers on peut trouver des changements de 


variables plus simples. 


EXEMPLE : 


dx 
ΓΈ 1 53:..-.--..--Ξ- Era OR se mettre sous la forme 
x V2? — x 


= 


qui suggère le chaagément de variable : 


Μη . 
ra SX > 0 


1 dx 
=, “πὸ ; dt = — 2 
ἃ; ΤῈ 
ἀ | 
 — === = --ÂArcsint+C=—Arcsin — “+ C. 
τ τ 1.--Ὦ x 


26. Différentielles binômes. 


Ce sont des différentielles de la forme æm (aan + b)P dx 
où m, n, p sont des nombres fraclionnaires. On 
pourrail songer à poser y = (ax + b)P mais la courbe 
correspondante n’est pas en général unicursale. 


Posons plutôt 


a D LE 3: 1 b δ are 
τ πο - [2}π τὶ ἀν τα τ {τ} fn dl 
y = ὃν (( + 1)» 
# M1 ; 
PC OTTE  ( Ὁ 1)» at. 


= 
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À un facteur près cetle inlégrale est de la [orme 
Jia (+ 1)Ρ dt. 
Elle s'intègre dans quelques cas parliculiers. 


1)P esl un polynôme. q = — ἃ 


1° penticr ‘({ + ᾿ 


En posant { = un l’intégrale se rationalise. 
: m 
29 qgentier, p — nn S Poser {+1 — 
50 L'intégrale pouvant se mettre sous la forme 


{ + 1 \P . [ ἡ 
I — {p+q ee dt se rationalise encorc si 


m ἱ +1 
Tr on posera i = un, 


p + g esi enlicr. Si p 


EXEMPLE : 


Ru (τ Ἔ ι): dx 


Nous sommes dans le 197 cas d’intégrabilité. 

Posons x 
Sd SEE 3 La 

I - Δα X(+HIP x 1 αὐ τε Ξ } {τ({-Ὁ 1}} αἱ; 


1 
Posons le=u; ἐπε ut; αἱ = Au du 


3 


: 
πο — FUEL 1} x 4 κι du —6 JE (u6 + 2u8 + 18) du 


6 12 : 
LR ae) AT Det [ER T Dean ΟῚ ἪΝ 
17 ui? + 15 ui + ει" + C 
1 21 1 
avec (1 τε ί« = 25)< æ TO. 


Us 7 6 mms PE PRO cr à 
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2. DIFFÉRENTIELLES RATIONNELLES EN SIN αὶ ET COS αὶ 


Ces différentielles peuvent loujours se rationaliser 
par changement de variables. Nous avons vu dans le 
livre : Pour comprendre la irigonométrie que les fonc- 
Hions trigonométriques de sin x, cos x, tg x s’expriment 


L x 
ralionnellement en fonction de tg 2 ννν £: 


2t 1 — À 21 


Sin ἃ EE COS Z Rae ἴσα He 


zx 
En différentiant { = tg 5 


1 + À) dx 


— 


a ; 2 αἱ | 
d'o dx = — Le 
4 dE 
27. Exemple : Soit à calculer | — | TER 
D { ! 2 αἱ 


1 : RP —— -— 
Posons δ πὶ =, Sinx— 1+É Max = 1 + 2 


2dt(1+8) _ dt 
Ylll + 2) Tr 


D 2 dl ste + [ἢ 
e même = ( ἐς ME Ver TE 2 1 παν 
x 
+185 


2 dt ἜΣ Ε 2 
= Jr ie ᾿ ΤΠ Ἐῶ τ [Ἐπ Ὅν 
118 


— Ξε. 6] + er lesl+c 


TATON. — Pour continver le Calcul intégral. 4 
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ὶ ΤῸ 
Remarquons que puisque tg to 1 


ΜΗ TE di 
DU APR ne τς 
red ΤΡ ΘΙ ae Fin po 
Betis Monte ἢ 


᾽ dx | L 
D'oùles formules 1 / - αὶ πὸ δ ΠῚ τ 
ι- (--Ξ. -ἰ ε{ (5} LC 

Pa | COST — \'4 :) 


Dans ces deux exemples, cette méthode conduil à 
des. calculs simples. En réalité, elle mène en général à 
une fraction ralionnelle d’aspect compliqué, difficile- 
ment intégrable. Aussi, ne recommandons-nous ce chan- 
gement de variable qu’à défaut de procédés plus 
simples. On pourra en parliculier essayer de prendre 
comme nouvelle variable sin x, cos æ, {g x. 

cos? x dx 
EXEMPLE : Calculer 71 | FR 
sint ἃ; 
cos x — (05 € COS? à — (1 — sin? x) cos’x. 


Posons SELLE) COST εἶχ πὰ (1. 
(1 --- u°) du αἱ ΕΓ 
CR A u4 née Tr mt πον 
1 1 : SU? — 1 
PT ane ΤῊΝ 3 ui 1 
cos? αἱ dx 3 sinx —1 ᾿ 
ea Fa siniæ 3 sin? x ὙΠ}. 
τὰ 


} 


#i 


(1) En utilisant la formule cos x = sin} — + z )le calcul 


de J se ramène immédiatement au calcul de 1. 
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28. Différentielles de la forme sin? + cosP x dx (n et 
p entiers). 


Dans cet imporlant cas particulier, l'intégration 
est immédiate si l’un des nombres n ou p est impair. 


Soil par exemple Π impair : Ton! + 1. 
D 


Sin x = sin20+1l% — (sin2x} sin x — (1 — cos? x)n'sin x. 


Le changement de variable cos æ τῷ. u entraîne 
du = — sin x dx ct lransforme l’expression à intégrer 


en un polynôme. 

Le seul cas délicat correspond à n el p Lous deux 
pairs, On cssaicra alors de remplacer cosP x, sin? x par 
des fonclions linéaires des sinus et cosinus des mulli- 
ples de x. 


ë ï 1 + cos 2x 
£XEMPLES : 10 I — 1 Cos® zax ἘΞ , RS dx 


MAL sin 2x à 
ὙΠῸ 2 t- 4 su C 


LRU 9 m2 , 
20 Η] = f κω xdx - [ RE dx 


7} 1 — 2 cos 2x + cos? 2x 
== ΤΩ PE UT dx 


1 + cos 4x 
2 


1 
J -- Π G—4vos 2% - cos 4x) dx 


or cost 2% — 


Sur εὐ μεττ se 
Ar F7 39 


4 Ἔν 
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29. Remarque. 


Nous avons déjà constaté une grande analogie entre 
les fonctions trigonométriques et les fonctions hyper- 
boliques. Les fonctions de lignes hypcrholiques s’inté- 
greront donc par des méthodes analogues aux 
méthodes précédentes. Mais on peut aussi expliciter 
Ce 

er ex 


81. ἃ ΞΞ -τ-;---- ρα 
2 ’ 


et L ex 
) : LT = ; 


Et toute fonction rationnelle en οὖ s’intègre aisément 


par le changement de variable οὐ = {; οἷ dx = dl. 


ν ex dx 
EXEMPLE : æ+l Posons et = 1; & dx dl 


dl 
[| — nee DEAN CL e& + 1] +4 C. 


τ πασσςς 


Li 


QUATRIÈME LEÇON 


APPLICATIONS DIVERSES 


1, MOYENNES. 


80. Formule de la moyenne. 


Nous avons défini la primitive d’une fonclion comme 
étant la limite commune de la somme des aires d’une 
série de rectangles inscrits dans la courbe et de la 
somme des aires d’une série de rectangles circonscrits. 
Si m est le minimum de la fonction [ (x) dans l’inter- 
Valle (a, ὃ), a << ὃ, les rectangles approchés par défaut 
ont une hauteur égale au moins à m, la somme des 
aires de ces rectangles sera au minimum mt (b — a). 
De même si M est le maximum de f (x) dans (a, b) la 
somme des aires des rectangles approchés par excès 


est au plus M (b — a). D’où la double inégalité. 
b 
πὶ (ὃ — a) -: {Ὠ 1 (x) dx << M ( — a). 
a 


b 
Donc en posant f. f (x) dx = καὶ (Ὁ — a) (4) 
α 


m (Ὁ τ-- a) « κα (ν --- αὐ LM (b --- a) 
ou m<k< M. (2) 
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Or si ἢ}, (x) est continue dans (a, b) elle prend néces- 
sairement toutes les valeurs comprises entre son 
maximum et son minimum. Les inégalités (2) entrat- 
nent alors l'existence d’un nombre ce compris entre 
a et ὃ οἱ tel que f (c) = k. D'où : 


la formule dite de la moyenne : 


Free ὩΣ ΜΑΙ Ξ ΣΡ. ἐξ FN re! 
Λιωκ-ὦ-- ΤΠ: (α -:ς « ὃ). 


applicable à loutes les fonclions continues dans 
(a, D). 


31. Valeur de la moyenne d'une fonction. 


Soit Ia fonction f (x) continue dans l'intervalle 
(a, δ). Divisons l'intervalle en n intervalles partiels 
égaux, de longueur ἢ telle que a + nh = b. La moyenne 
arithmélique mA des valeurs de f (x) pour les points a, 
a+ h,...a +(n — 1) h, b donne une idée de la valeur 
moyenne (le la fonction dans (a, ὃ). Cetle approxima- 
lion sera d’aulant meilleure que n sera grand. D'une 
façon précise, sa limite quand n tend vers l'infini est 


appelée valeur moyenne de jf (x) dans (a, b). 


EXEMPLE : 


Valeur moyenne de x? dans l'intervalle (0,1), 
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Les points intermédiaires sont : 


1 2 n — 1 
HT The n 
1 1 \2 DEN n.\° 
mg {π| +) +++ 
Ι 
= LI  255.Ε τῶξε ni] 


Or on démontre en arithmétique que 


AE 1) (2)π: 1) 
6 
n(n+1)(Q2n+1) 2n+3n+1 “Al l l 


lyon 


in == 


: 1 

Cette expression tend vers — quand πὶ lend vers 
.ῳ 

l'infini : Ja valeur moyenne de x? dans l’intervalle 


1 
(0, 1) est —. 


32. Application de la notion d’intégrale. 


Nommons Ti, Ty ... Xn—1 105 points intermédiaires 
ulilisés. 
b— a 
LU ἃ = ὃς --ῷ ἂἢ ταῖν = ὃ — Xn-1 = πε Ὶ 


Or ser (x) dx est la limite de : 
ἢ Αι 
Fa) Ci — a) +. +  (5πΞ--) (b — Xn—1) 


quand n tend vers oo. 
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Cette quantité peut s’écrire : 
b— a 
Por pt ol 


n 


es EE + ee | 


Le crochel ne diffère de mn que de la quantité 


Xn) 1 
Car qui tend vers 0 avec —. 


Π tendra donc vers M quand ἢ tend vers + οὐ et 
b 


D'où : M 


| 


33. Image géométrique. 


b 
"ἡ { (x) dx représente l'aire À comprise entre Οἱ, 
 « 


less irons = a x = Det 
lacourbe-.G 2 = 7 Ἢ): 
M (d — a) est Faire d’un 


rectangle de hauteur M cons- 
iruit sur l’intervaile d’inté- 
gralion. Cetle aire esc égale 
à À (fig. 3). 

REMARQUE : Si / (x) est 


Fig. 3 — Théorème 
de la moyenne, 


continue Ja formule de la 


b 
moyenne s'écrit 1 7 (α). ηΧ. (b Ξ-. ὦἡ 1 (C0). 
a 


ges 


D qe 
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Donc f (c) = M, ceci explique ce nom de formule 
de la moyenne. 


84. Applications. 


Ϊ 
19. Valeur moyenne de —— dans l'intervalle (0, 1). 
γτ 


ΤΥ ΣΕ Ἵ ἘῸΝ 
frise / = = (2 Ve) = 2 (fig. 4). 
17570 να 0 


29 Cette notion de moyenne est 
utilisée dans la recherche de cer- 
tains infiniment grands ou de cer- 
laines limites : soit à chercher la 


binile pour n - © de 


LA AU 


nl Vn 
ve VE 
Un ÈS | ARE & 


Ceci est la valeur moyenne ap- 


Un == 


Fig 4. 


prochée de νι entre Ὁ ΟἹ 1 quand on prend pour 


points intermédiaires 


Ι 1 .- 2 3\1 2 
once > — xdi=|—r3) = —. 
Donc pn + f, γα. (+ ῳ } 3 
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3° La notion de moyenne s'accorde avec le sens cou- 
rant du mot. Si f (ἢ est la vitesse d’un mobile, l’espace 
parcouru est donné par la formule : 


{1 
E= f 1( dt, 


LD αἱ, UE 


Le ent nes ἢ 


est la valeur moyenne de f (ἢ). Ceci est bien la vilesse 
moyenne définie couramment. D’autres moyennes sont 
utilisées en pratique : niveau moyen de la mer, tempé- 
ralure moyenne, οἷο... Mais on emploie souvent des 
valeurs grossièrement approchées : par exemple la 
moyenne du maximum et du minimum pour la tempé- 
ralure moyenne d’une journée. L'emploi d’un {hermo- 
mètre enregistreur qui trace la courbe οἱ d’un plani- 
mètre linéaire quimesure l’aire, permet, en appliquant la 


1 b 
formule M — TER 1 7 (x) dx, d'obtenir un meilleur 
par a 


résultat. 

49 Dans certains problèmes géométriques de moyenne, 
l'énoncé doit préciser la variable à utiliser, sinon les 
résultats diffèrent suivant le choix que l’on fail. 


EXEMPLE. — Valeur moyenne des cordes d'un cercle. 
16 Méthode : valeur moyenne «cs cordes per- 
pendiculaires à un diamèlre Ox en fonction de 


l’abscisse : 


Lo qq mo EEE en, 
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1 Lans Ξε ἢ τ 1 A, A 
= -΄- À — TL AL = — 3 72 
ZE CLR V * Η Je Hi ax 
1 +R 
== τῇ rt "ἢ dx, 


Car le long du demi cercle y — ΝῊ: — T° 


Fig, 5 
1 1 x KR 
done Om = — ire me COTCIE ent 
ΠῚ X aire du 5 cercle 5 


2ème Méthode : moyenne de ces mêmes cordes, la 
Variable élant l’angle au centre 2x sous lequel on voit 
une corde : 


παι... 


1 τ 2R | 
ΠῚ - !} 2Rsintdtr = —— | — cos αὶ 
πὶ Π T | Ν" 


35. Valeur efficace. 


T 4 R 
= τ A 


Pour certaines applications, notamment l'étude 
du courant allernatif, on définit une nouvelle moyenne : 
la valeur efficace où racine carrée de la moyenne du 
carré de la fonction. 


let. — V/valeur moyenne du carré de / 


ἜΠΕΣΟΝ ΤῊΝ 
Jet. Li —% 4 f° (x) dx 
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EXEMPLE : 
Soit un couraut alternatif d’intensilé : 


» ZT 
ἱ τῷ {81} — - Ï sin of. 


La valeur moyenne de ? pendant le temps πὶ T'est : 


| 13 à l Ι΄ , ᾿ 
τε —— £ n ! D nm Ὃς 2 
nT /o RUE Ë à 2 .ητ [ COS τ τς 


La valeur moyenne de à pour un nombre cxact n 
de périodes Test nulle. Pour un nombre nr non entier, 
la valeur moyenne oscille autour de Ὁ, sa valeur 
absolue devenant très petite quand n tend vers + «. 
En un nombre entier n de périodes le courant trans- 


porte la quantilé d'électricité 


nT Ι Ν ΠῚ: 
Q = f idl = (— τὼ ol] =0. 
0 ω /0 


« 


Mais si ce courant passe dans une résistance R, 
pendant le temps dé, l’éncrgie transformée en chaleur 


est R& dt; pendant le temps ἔ 0110 est : 


WE= Ἵ ΡΠ dl = "A sin? @{ di 


Εν '- sin Ζω 
--- -- ( (1 — cos 2) αἱ - le . ἘΞ 55 | 


2 CG 


La puissance moyenne dépensée est le quotient de 
W par ἡ. 
IX 12 ἔ “2 \ 


Pn = 2 | RAD TN 


τὸ 
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Quand { augmente, le deuxième terme de la paren- 
thèse lend rapidement vers Ὁ en oscillant. 
Au bout de quelques périodes on peut écrire 


RI* ΤΙΝ 
P, # Tone R_ V5 ; 


Le courant alternatif dégage en moyenne la même 


quantité de chaleur qu’un courant continu d’intensilé 
I P er | 
το ποτ ξς 


— /yssance 

.2 
LL instantanée Ri 
772 ==> -Antensilé 
7 LÀ. Pysssance 
KE Parenne Rl'efl 


faisons un graphique relalif à une période. L’aire 
du rectangle et l’aire comprise entre les deux ares de 


sinusoïde et l’axe des æ sont égales (fig. 6). 


2. INTÉGRALE FONCTION D'UN PARAMÈTRE 
36. Théorème des accroissements finis. 
C’est un théorème important de calcul différentiel 


qui, faute de place, n’a pu être exposé dans les 


Ἢ : 
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volumes précédents. Soit une fonction continue repré- 
sentée par une courbe rencontrée en deux poinis 
par une droite D. Entre les points Α et B s'étend 


un arc que nous supposerons sans point angulcux. 


Cet arc commençant par s’élever au-dessus de AB: 


pour finir en s’abaïissant, il est intuitif qu’en un 
point au moins de l'arc (ἃ la langente sera parallèle 
à la droite 1). 


a) Cas particulier. — D est l’axe des x, sur l’arc C 
exisiera au moins un point M à tangente parallèle ἃ 


Ox (fig. 7). Les points À et B correspondent à des 


M racines de la fonction, M corres- 
ALU D pond à une racine de la dérivée. 


Le résullat s’énonce : 


Fig. 7. — Théorème 


| THÉORGME DE RoLLE.— Dans 
de Rolle. 1 


les conditions précisées, entre 
deux racines de la fonction existe au moins une racine 


de la dérivée. 


Une conséquence importante s’en déduit : Entre 
deux racines conséculives de la dérivée il y a au plus 
une racine de la fonction. In effet s’il y avail deux 
racines cle la fonction, entre elles existerait une racine 
de Ja dérivée. Les deux racines considérées ne seraient 
donc pas consécutives ce qui est contraire à l’hypo- 
thèse. Donc il y a au plus une racine de la fonction 


(ceci s'entend pour une courbe continue sans point 
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anguleux). Ce théorème est ulilisé pour séparer les 
racines d’une équation. 


b) Cas général. — Soil la fonction y = {(x). Le point 
A a pour coordonnnées [a, f (a), 


exisle entre a et b au moins un 


B 
le point B [ὑ, Î (b)]. La pente de 
Ja droïile AB est 1@) — (ὦ pi 

σι... Ὁ 

b 


I 
| 
| 
Ι' 
1 

Œ 


X 


>) 


nombre 6 tel que 0 


Fig. 8 — Ἰ]Πιόοτ πιο 
— f'(c) des accroissements 
finis. 


[(b)— f (a) 


b— a 
OÙ, (0) — f(a) =(b— a) ἢ (ὃ; a <e TZ b. 


En posant τα τ; c=a+0h; 0 <O<t 


f Ca + ἢ) = f (a) + h[f (a + 0h). 


C’est la formule des accroissements finis. En voici 
une première conséquence. 

Toute fonction [ (x) admettant dans un intervalle 
(a, b) une dérivée constamment nulle y est constante. 


in effet soit c un nombre compris entre a et b. 


[(ὦ = fa)  (6---ἡ ΚΘ ; a<a<e<b 
or f(a)=0 donc f(e) = f(a). 


- 


La fonction est constante dans l'intervalle. 
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37. Intégrale fonction de paramètre. 


f (x) étant une fonction, I (x) une de ses primitives. 
"* 
͵ { (x) dx = F (x) --F (a) = G (x). 
LE 


Celle intégrale est fonction de la limite supérieure. 
G (x) a même dérivée que EF (x) : f(x). Mais la fonc- 
Üon peul dépendre d’un paramèilre m. Elle s'écrit 
alors f (x, πιὸ). Dans ce cas l’intégrale de la fonction 
cst elle-même fonclion de m. 

Supposons d’abord les limites d'intégration fixes 


f. ÿ Ce DNA LEE ΠΣ 


Cherchons la dérivée de F (m) en supposant 7 el {μι 
continues en x et mm. Donnons à m un accroissement 


Am. 
ν᾿ 
AF = / (ἃ, ma + Ain) — 4 (x; m)] dx. 


Appliquons au crochel Ie théorème des accroisse- 
ments finis. 


fx, m + Am) — f(x, m) = Am j'm (α, m 4 0Am) 
O0 El 


Ὺ 
4 


d'où sq “ 


“b 
[πὶ (&, m +4 0 Am) dx. 


/ 
« ἢ 


Mais f'm élant continue, pour Am assez petit 


fm (x, πὶ +4 0 À m) différera de f'm (5, m) d’une 
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quanlilé aussi pelite que l’on voudra. A la limite 


dF (a ge f'm (x, m) dx. 
dm a 


Nous avons démontré ainsi la règle de dérivation 
sous le signe somme. On démontre que l’on peut 
aussi intégrer par rapport à m sous le signe somme. 

Nous avons supposé a el b fixes. Si a et. b dépen- 
dent eux-mêmes de πὶ, la dérivée est donnée par une 
formule plus compliquée que nous n’étudierons pas. 


Remarquons seulement le cas simple suivant. 
ἤρα, | 
IF = f J@de Fun -- ὦ. 

a 


Celle méthode permet le calcul de certaines inté- 


gralcs. 
Soil Ι f ἜΞΕΘΕ 0 
ΟἹ RC AET SET (m => 0) 
D’après le Lableau de primilives p. 19 : 
x 
l=——Ar cg —=, 
v ΠῚ V πὶ 


Dérivons sous le signe somme par rapporl au pata- 
inèlre am en remarquant que 


ΤῸ (its cl τὰ δ ἐκ ὦ 1 
om Xe + m/ (x? + my? 
cf RTE 4 Ru Arcig - ee 
(Crete ὃ Πὶ \Vm Van 


Nous oblenons une nouvelle formule d’intégration. 


TATON. — Pour continuer le Calcul intégral. ὥ 
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3: EXTENSION DE LA NOTION D’INTÉGRALE. 


Nous n'avons ciucGié jusqu’à présent que les primi- 
Uves de fonctions continues, prises dans un intervalle 
limité. On peut chercher ce que devient la primitive 
d’une fonelion dans un intervalle de longueur infinie 
cu dans un intervalle où se lrouvent des disconti- 


nuilés. Etudions d’abord le premier cas. 


38. Intégrale dans un intervalle infini. 


Soit F (x) une primitive de f (x). 


b 
f 1@) TL ἡ 1) τα; ! f (α) dx = F(b) --- F (a). 


Faisons tendre b vers + οὐ. Si Καὶ (Ὁ) end vers une 


vo 
limite finie F (+ oo) nous dirons que Ἄ ] (α) ἀκ 


«΄α 
existe ou converge οἱ a pour valeur [F (ο0) -- K (a)]. 
Celle limile mesure l'aire entre l’axe des x, la droite 
æ — α et la branche infinie de courbe allant de a 
à - oo. Les aires en dessous de Ox seront comptées 
négativement comme à l’ordinaire. 


b 
Si f. f(x) dx . Eco quand b > + © nous écrirons 
a 
Péuur 
J 1 (x) dx τ, Ξξω. 
ἥ 
Si l'intégrale n'a ni limite finie ni lümile infinie nous 


dirons qu'elle n’a pas de sens. 
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b 
Exemples : 1° J sin x dr = ( cos ὌΝ =1— cos b 


n'a pas de limile quand b > + ὦ 


fe 


donc ] sin æ dx n’a pas de sens. 
.Ζὺ 


\ dx : Η 1 
‘0 “-.... ---.... —— π΄ ΒΕ. ΤῊΣ : ὃ ὅ 6 °° τες" “= 4 oi. 
“2 Ι = nt τ L dx Ξι- Ι ἢ ΝΗ π si ἢ πν | 4 


Si act b sont ΡΟΒ11|5 
b dx 1 


-.---ἶ---- —————— {—n __ni-n 


Quand {sit n<0 c'est-à-diresin > 1; br 0 
»-. “οἱ 5"11-- π50 où si π- 1. bi R > +oo. 


Ps: [4 dx δ b 
Si ᾿ n = 1; ͵, πε LT 
Quand b - J- Ὁ L b — + oc. 


En résumé pour ὦ => 0 
LAS ain 


En Î 1= ( -—— exisle À = 
| οἱ :» . x 4 


| LS A Rey PM PEER 
“0 J et = — 6-, 3; 


Quand x > + Dire r +). 

00 ᾿ 100 
!} e-2 ax τεῦ -- ex PE ea, 

a ἡ 5ι Ια 


39. Méthodes de comparaison. 


LE 


Mais il n’est pas toujours nécessaire de connaître 


la primitive d’une lonclion pour savoir si on peut 
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l'intégrer dans un intervalle infini. Des méthodes de 


comparaison permellent souvent de le voirdirectement. 


40. Fonction positive dans l'intervalle (4, + οὐ). 


1 (x) étant positive, la primitive sera fonction 
croissante de la limite supérieure donc tendra néces- 
sairement vers une limite finie ou infinic. 


Si l’on connaît 5 (x) telle que dans tout l'intervalle 


Ἔ 00 
(D 51 ei si l— f. u (x) dax = L., 
./ a Ξ 


À- 00 
Ι = fe [ (x) dx exisle. 
a 


b b 
En effet quelque soil b: f. f(x) dx «" y (x) dx < 1, 
Ja a 


donc EF existe et est inférieur à L. 
Si au contraire f (4) => g (x) => 0 ct que L = + 
on a Ï — + «. 


Les fonclions de comparaison les plus simples 


Δ 
sont de Ia forme ——. 
à 


a ; (ὰ Σ» 1 


Si à partir d'une valeur de x, [ (Χ) «-Ξ 


+o A 
f. τὰ dx est finie donc il en est de méme de 
./ a ; 


+ 00 
ῬΩΞ !Ἣ] f (x) dx. 
a 


A 
Si au contraire: x [ (x) > A ou f (x) > κτῆς s1= +. 


Donc si 1 existe f (t) -> Ὁ quand ὦ.» + «. 
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EXEMPLE : 


+ co 
f. ο΄ dx est finie car ef > x? donc 6 ἢ ο΄ 
«a 


LA 


ὙΠ Ὲ 
REMARQUE. — Ce raisonnement s'étend au cas où 


a > — © οἱ au cas où f (x) reste négatif. 
41. £ (x) change de signe un nombre infini de fois. 


+ © 
Dans le cas simple où J — ΓΕ Π} (x) | dx est 
ιν} 


à co 
finie il est évident que I — À Ἵ [ (α) dx l’esl aussi. 
a 
Ι étant une somme d’aires allernalivement posilives 
el négatives, d’après la règle d’addition des nombres 
algébriques de signes contraires [I] « J done I est 
fini. Dans ce cas 1 cst dite absolument convergente. 
Mais 1 peut. converger sans que J converge. Soient 
Α, Lys ...) Cn, ...1085 racines de f(x}, considérons à partir 
de a les aires limilées par la courbe οἱ l'axe des x 


entre deux racines consécutives. 


ἡ Ἢ ] (x) 4] = Sn 
nu Je RAM OA A NE VA A PS Rae 


Supposons que les Sn décroissent en valeur absolue 
en tendant vers Ὁ, les parenthèses seront posilives. 
Ion sera une fonction croissante de n. 


Or cette fonction est bornée car 


bn Sp— (ὃς “πὶ Se) (Sans — Son 1) —"Nan τ΄ δ}. 
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APPLICATIONS DIVERSES 71 
Donc Ian admet une limite. quand æ -: οὐ. Ce fait évident sur la figure 9 se 


On montre de même que I2n+1 admet une limite. vérifie aisément : Entre deux racines ππ, (n -ἰ 1) x, 


Ces deux intégrales ne différant que de la quantité 


sin ἃ Er ge Fr. 7 
San 4.1 Qui tend vers Ὁ les deux limites sont égales à I. E = | os nt 
σὰ 
Or si Tan < TZ < Lan +3; J 1 (x) dx est compris entre Les sin x dx Lie n+DT dx 
δ ΜΑΣ done {{π| - ἽΝ < ! ----- 
n 
Eon οἱ Ign+1 donc lend vers I. x3 /nT ὙΠ π 
δὲ Î (x) change de signe un nombre infini de fois, la ἘΣ 
T 
valeur absolue de l'aire comprise entre deux - = ZA M O quand n > ©. 
/nT 
rucines conséculives décroissant et tendant vers 0 \ 


+ co 
f. f (x) dx fend vers une limite finie. 42. Fonction non bornée. 
a 


Si la fonclion est disconlinue mais bornée, l’inté- 
grale existe. En effel dans la constitution de sommes 
successives d’aires on peut entourer la disconti- 
nuitée d'un reclangle dont Paire tend vers 0 en inême 
temps que sa largeur, 

À. ja mile, linfluence de ce rectangle sera nulle. 

Soil maintenant une fonction continue tendant 


Vers -+H ὦ quand αὶ, b. 
“Οἱ 
ον οι: [ (x) dx existe quel que soit x’. Si 
a 


celle intégrale à une limile L quand x". b nous écrirons 


> b 
Fig. 9. f. f (x) dx = L. Cette définition s'applique aisément 
./a 
#* sin x dr MST à la limite inférieure. Si f (x) devient infinie pour 
EXEMPLE. -— ——— admet une limite quand PA: 
ie χπ une valeur intérieure à 11 Οὐ ΝΆ Π1Ὸ, nous le diviserons 


Zu ©: en deux intervalles partiels auxquels nous appli- 
în effet l'aire des arches décroît et end vers 0 querons la définition précédente. 
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EXEMPLES : 1° pour — 1< a< b< 1 


b dx b 
je a == | (AT SIT z) — Arc sin b — Arc Sin a 
a 23 EU ,2 4 
V1 ἣν 


τ 
Arc sin (+ 1) = ET. 


donc AY dx π ( ΣῚ 
y V1—7? ΜΗ μὰ A 2 πὰ 


0 "dx 1 ὯΝ n ? 
2 Î Be ΤΉ Ὺ 
_ a Es ui 112 


pour a et ὃ de même signe (+) οἱ n # 1. 


4 dx bi-n 


Quand | al—n_0 pour n<1:; I] = ant πω: 
an ]— n 


a — 0 


« « 
al—n ὦ pour n>1; [| > +. 


pour n=1l La —o donc I = +. 


Le changement de variable x— a — { permet 


d’énoncer plus généralement : 
b dx se 1 paie - 1 
--- τον - οχιϑίο DOUr 7 est infinie pour n_>1. 
à (x — a)n P , P es 


Des règles de comparaison se démontrent comme 
au n° 40 

Si |f ἡ @— ax | < M 
(M quantité fixe); 0 «α-« 


+ ὃ 
f f (x) dx exisie. 


Sifæf(x)|> A; Test infinie, 


CINQUIÈME LEÇON. 


SÉRIES 


Avant d'étudier cetle leçon, nous conseillons au 
lecteur de revoir la théorie des infiniment petits 
(Calcul différentiel}, des limites et des séries (Calcul 
intégral). Nous nous proposons de regrouper ici les 
résultats relatifs aux séries en renvoyant pour cer- 
Laines démonslralions, par souci de brièvelé, à des 
lraités plus complets. 


1. SÉRIES NUMÉRIQUES 


48. Généralités. 


Une suite est un ensemble infini ct ordonné de 
termes donné en général par l’expression de son 
nème {crme Un — {(n):fonction définie pour les valeurs 
entières de la variable. Elle peut, quand n -> οὐ, ad- 
mellre une Jimile finie (suile convergente), tendre 
vers Pinfini ou ne pas admettre de limite. Soit la 
série de terme général un. Elle permet de définir la 
suile associée de terme général Sn = Uy +... + Un. 
Etudier la convergence de la série un c’est éludier ‘a 
limile de la suite Sn quand πὶ. © (somme de la Série). 


74 POUR CONTINUER LE CALCUL INTÉGRAL 


Les théorèmes sur les limites se transposent donc 
pour les séries. 

19 Si les séries un et Vn ont pour somme ΤΊ et V, la 
série Wn = AUn + DUn Sera aussi convergente, sa somme 
sera W = aU + bY. 

29 En supprimant les premiers lermes d’une série 
on ne change pas sa convergence : (Scule sa somme, si 
elle exisle, varie). 

Reste d’une série convergente. — Posons S = Sn + Rn. 
Rn est appelé reste relalif au nème terme. Dire que 
Sn tehd vers S quandn - © c’est direque | S— Sn |=— |Rn| 
finit par devenir el demeurer inférieur ἃ tout nombre 
fité à l'avance : il existe un entier N tel que pour 
n> Non ait|S — Sn] <e. 

Rn est donc un infintiment petit. 

Or Rn ἔπ. 1 = Un donc un est aussi infiniment 
pelit, Si une série est convergente son terme général 
tend vers Ὁ quand n - «. 

Celle condition de convergence est nécessaire mais 


non suffisantc. 


1 1 
EXEMPLE : La série 1 + τ -+ ΚΥ Ἔ-... (série harmo- 


1 : 
nique) a son terme général 7 di lend vers Ὁ mais 


elle n’est pas convergente. En effet. 


Ι Ι ! 
ΕΣ οι ΝΞ τον ἢ ΠΕ πα + —— 
‘ en PNR Fn +2 + on 
] Ι 
(somme de nr termes) > Dr XH = — 
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Rn ne tend pas vers 0, la série n’est pas conver- 
gente. 

Il existe des conditions suffisantes de convergence 
(critères) maïs il n y a aucune condition nécessaire et 


suffisante d’application pralique. 


EXEMPLES. -— 1° SÉRIES GÉOMÉTRIQUES : voir Calcul 
intégral (n° 70). On démontre en étudiant la limite 
de la somme de n lermes qu’une telle série est conver- 


gente si 4 (raison) < 1, divergente si q > 1. 


1 1 1 
20 TIC —— nn En 
29 SéTiC Un TRE) > n+i 
RC CENTER M ELA ΤῊΝ 
tige EXT + 2X3 τοῖν, n(n +1) 


I EC 1 Î I 1 
(: 5) εἰς ἜΣ Ε L :)+C n+ ᾽ 
Tous Îles termes, sauf les deux extrêmes se suppri- 
ment 2 à 2. 
AE 
n + I 


Sn tend vers ? quand π >. Donc S = 1. 


Sn 1. 


44. Séries à termes positifs. 


Elles sont τὸ imporiantes du fait que la suile 


associée est croissante. 
Sn = Sn—1 + Un > Sn—1. 


En représentant Sn en fonelion de # dans un sys- 


À 
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tème d’axes rectangulaires on vérifie intuitivement 
que (fig. 10) : 


Toute suite croissante bornée supérieurement tend 
vers une limite, 


Toute suile croissante non bornée croît indéfiniment. 


Y 9 orne 


PLELL. 
__… 
— 


0 Ἂμ Δ Ὁ ΠΟ, 7. 
R cprésentation d'une série convergente 
posilive. 
Fig. 10. 


Pour vérifier la convergence d’une série positive, 
il suffit donc de montrer l’existence d’un nombre L 


- 


supérieur à Lous les Sn. 


45. Théorèmes de comparaison. 


19 $SÈ à partir d'un certain rang, les termes d’une 
série positive Un sont inférieurs aux lermes correspon- 
dants d’une série convergente u",A (série majorante) lu 
série Un est convergente. 

En effel Ra < R'n donc Ra est infiniment μοι. 

De même 51 un est divergente, u'n l’est aussi, 


Re, 


oo mo 559 


SÉRIES 7-1 


15} ᾿ 
ΓΝ n(n --- 1) 


série est convergente, donc la série Un l’est aussi. 


EXEMPLE. -- 19 Un — la deuxième 


« 


1 ss 
20 UE est inférieur à 


est diver- 


51 οἱ «, 1. ΟΥ 

n° < nl 
1 τ ! 

gent, donc Se 4 est aussi. 


l 
On démontre que si α 1, la série τᾶ est con- 


vergente. Donc la série un — 


est convergente Si 
n 


a >> 1, divergente si α < 1. 

20 Si à partir d’un certain rang les termes correspon- 
dants Un el Un de deux séries convergenles ont un rap- 
port compris entre deux limites finies a et 1) telles que 


0 << a < b, les deux séries sont de même nature. 
Un HAT: 
En cffel a < mur « b peut s’écrire an <'Un < DUn. 
n 
En addilionnant toules les égalilés analogues, on a: 


a ΕΣ << Rn -" R'n (Rn el hs restes des séries Un el Un). 


Les deux restes Rn οἱ R'n sont de même nature : 
infiniment pelils ou non. 


Un 


Autres cas. 1° Si > oo el que Un est divergente, 


Un 


Un l’est aussi (Un > Un). 


. Un x ς 
20 δὲ τι τ 0 et Si Un esl convergente, un l'est ausst. 
n 
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46. Applications aux critères de convergence. 


1 
1° En prenant 77 comme infiniment petit principal, 
si αἱ est l’ordre de un, la série un est de même nature 


Ἱ 
ue la série ——. 
s πᾶ 


Ὕ “ LS ἱ ᾿ . Ω 
Si par rapport ἃ La l’infiniment petit un est d'ordre α, 
la série est convergente si α = 1, divergente si à < 1. 


an +3 
38 + 4n + 1 


5 
") Le = 
55 (1 + x) > 


= - | équivalent à =— 


ï 4 1 3 n° 
ol er rt pl 


EXEMPLES. — 1° un = 


᾿α = 2. da série esl convergente. 


ς LOST 
“Ὁ Un == Slt — 


Vn 
. ar LT 
sin cest équivalent à ac 


donc Un esl équivalent à : 


τ 


ὙΠ νει 
Vr nr 
n It nm, 


οἱ = ——, La série est convergente. 


pr 


29 (COMPARAISON À DES SÉRIES GÉOMÉTRIQUES. - 
a) Critère de d' Alembert. 
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1 
Si à partir d'un cerlain rang SES Ka<0 Ἵ 
n 


k élan! un nombre fixe, la série est convergente. 


. Un+1 es : 
Si has > 1, la série est divergente. 
n 


Pour vérifier le premier cas, il suffit de comparer 
à la série “onvergente Ar, dans le deuxième cas on 
constate que un ne tel pas vers Ὁ Car Un+1 > Un. 


b) Critère de Cauchy. 51 à partir d'un cerlain rang 


n | à. 
\/ Un << k < 1 (k nombre fixe) la série esl conver gente. 


τι). --: 
δὶ \/ Un > 1, la série est divergente. 


a νυ 


nm 
\/ün < k s'écrit un « KM (κ « 1); 
La série de comparaison at élant convergente, un l'est. 
LE n * r . are: 
Si un >» 1; Un_>1. La série est divergente. 


ee ἃ 2° æn 
ὦ) Applications, — 19 Ὁ Ὁ A TL ποτ κυρ θεῖς δ ἢ 


«ἡ 
Un = — 
I n 
Un +1 anti an TX! Lo 
FT nm = Ne CU US ΕΟ, Er ELS 
Un n -|- Î n n + 
Si æ «- 1 La série est divergente, si æ = 1 la série 


est harmonique donc divergente ; il en est de même 
à fortiori pour ἃ > 1. 

20 un τὸ Aantbn (A, a, ὃ, posilifs). 

Pret si A>1 AatbR > μὰ quand n + 


V Un — Ad + br \ 


(si A<1 Astin-0 quand n > 
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- 
La série est convergente pour A < 1, divergente 


pour À > 1. 


RÉSUMÉ. —: Pour éludier la convergence de la série 
positive Un. 
19 On commence par vérifier que Un est infiniment 


petit el on essaie de délerminer son ordre αὶ par rapport 


St ας => 1 la série esl convergente, si ας <= 1 la série est 
divergente. 


29 On essaie S'il y a lieu les règles de d’ Alembert οἱ 


de Cauchy. 


3° On essaie de comparer à une série de nature connue 
en faisant les groupements de termes qui paraissent 


L 1 


utiles. 


REMARQUE. — La règle de Cauchy est plus générale 
que la règle de d’Alembert mais d’applicalion parfois 
plus compliquée. La première règle est la plus géné- 
ralc. 1] existe des séries de comparaison à convergence 
beaucoup plus lente, mais la complicalion des calculs 


les rendent peu pratiques. Cilons une série de du Bois 


Reymont telle que pour connaîlre τον il faut prendre 


2 
un nombre le termes égal au volume de [ἃ lerre en 


mn. 
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47. Séries à termes de signes quelconques. 


On associe souvent à une (0116 série ün, la série m 
de ses valeurs absolues. Si ὑπ. est eonvergente, un 
l’est aussi (absolument convergente). Ceci lient au fait 
que la valeur absolue d’une somme algébrique est 
inféricure ou égale à la somme des valeurs absolues 
de ses Lermes : 


|+6—2+141|= +8<+6+2+4= + 12. 


Certaines séries sont convergentes sans l'être 
absolument (semi-convergentes). 


EXEMPLE : Un = ἴ -- Lee RU Le 
(Calcul intégral n° 80). 

Un Cst divergent : série harmonique. 

La somme d’une série absolument convergente 
est égale à la différence entre la somme «le ses {ermes 
posilifs el la somme de ses termes négatifs (chacune 
de ces sommes est infinie pour une série semi-conver- 
gente). Celle somme ne change pas si l'on intlervertit 
l’ordre des termes. Au contraire on peut rendre ainsi 
la somme d’une série semi-convergente égale à un 
nombre quelconque fixé à l’avance. 

Si deux séries absolument convergentes un οἱ Vn ont 
pour sommes U et V on peut définir une série Wn abso- 
lument convergente de somme W — U X V (produit 
des deux séries Un δὲ Vu). 


TATON. — Pour continuer le Calcul intégral 6 
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Pour obtenir wn on forme tous les produils up Pg 
lels que p + = n 


EXEMPLE : Wy = Un ὃς À Uo Va À Ua Vi. 


48. Séries alternées. 

Une série est alternée si ses termes son alternativement 
posilifs el négatifs. 

TlHÉORÈME. -— Pour qu'une série allernée ün soil 


convergente il suffit que |un| décroisse en lendant vers 0, 


La démonslralion est analogue à ceclle faile pour 


les intégrales au n° 41. 


49. Calcul de la somme d'une série convergente. 


Ce calcul est important en pralique car cerlains 
nombres sont définis en analyse comme sommes de 
séries convergentcs. La somme de certaines séries est 
‘alculable directement. 


EXEMPLE De à 
pe qi 


+ +... = 1 (n° 43). 


UT 

Dans la plupart des cas on ne peut faire qu’un calcul 
approché : on prend Sa comme valeur approchée de S : 
“ὉΠ commiel ainsi plusieurs erreurs : 

19 Erreur € en négligeant Rn. 

20 Erreur ε΄ sur chaque Lerme de Sn due à ce qu’on 
ne le calcule qu'avec un petil nombre de décimales. 
erreur sur 5 Te - ἢ εἰ. 


En pralique on cherche à calculer S avec une 


SÉRIIES δ 


approximation donnée a On cominence par déter- 
miner n pour que [6 < a. On répartit ensuite Perreur 
reslante entre les r termes à calculer, on connaît ainsi 
l'approximalion €’ avec laquelle il fault calculer 
chaque terme. Il esl essentiel de savoir limiter Ra 
pour toute série convergente : on utilise souvent une 


série majorantce. 


EXEMPLE : € = 1 Ὁ T T AR En A τ δῶ, 
(nl — 1 Κι... Χ n 56 nomme factorielle n) 
Ι 
Rn ΕΣ ΤΙ À. . 
Î | I 
πε ΡΒ -ἢ πα Ὁ 
La série géomélirique a pour somme 
nt L' 
nn il donc ΒΕ < TA 
ΞΕ ΝΣ Τ. δε LU pe ἊΣ fr LA X EE 0 < τὸς 
1! n! n.| n° 
L'erreur est inférieure au nème du dernier terme. 
calculé. 
Un calcul effectif avec neuf décimales donne 
S8 τ 2,718281830. Le calcul donne | erreur | < : 


Les sept premières décimales sont exacles. 

Un tel calcul n’est possible que si la série converge 
rapidement : les seules séries pratiquement utilisables 
sont celles auxquelles s’applique le critère de d’Alem- 


berl avec k assez pelit. 
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2. SÉRIES A TERMES VARIABLES. 


50. Séries entières. 


Parmi les séries à termes variables, notre étude 
se borncra aux séries entières : 
D RO EEE. QT ἃ 
qui possèdent des propriélés remarquables : 
19 Cerlaines séries entières ne sont convergentes 


pour aucune valeur de X (sauf X = 0). 
ExEMPLE : Hat 2 Path . nl mn 42, 


Un +1 


= (n + 1)x - © qdn-> co. 
Un 


Quel que soil x, la série est divergente. 


D'autres sont convergentes quel que soil X : 


{XEMPLE : 
++. ας τ 
1! 1) n! ν 
Un +1 x 
RE ,..5.5.. 55: -0 φάῃ-» οὐ. 
‘Un n 1 


Pour les aulres séries entières on montre l'existence 
d’un nombre posilif R (rayon de convergence) lel que 
la série est absolument convergente pour |x| « R et 
divergente pour [Χ] > R; pour [x| — K ül peut y avoir 


OU non convergence. 


x" 
EXEMPLE : 1 τα + .. + + + … 


nr 0 


n 
a > Le QUAI. - HT => 00 
Un n +1 [SE 


SÉRIES 85 


_ La série est convergente pour | x | <1. 

R = 1 l'intervalle de convergence est (— 1, + 1), 
la série converge pour — 1, ne converge pas pour + 1, 

20 La somme d’une série entière est fonction continue 
de x à l’intérieur de l'intervalle (— R, + R). Si deux 
séries entières ont même somme dans une partie de cet 
intervalle, elles sont formées des mêmes termes. 

3° On peut ajouter, soustraire, mulliplier deux séries 
entières pour loute valeur de x intérieure aux deux inter- 
valles de convergence. 

49 On peul dériver ou intégrer terme à lerme une telle 
série. Les séries oblenues ont même rayon de convergence 
que la première série. Une série entière admetlant une 
infinilé de dérivées est développable en série de Taylor à 
l’intéricur de son intervalle de convergence. Une série 
entière possède donc les propriélés essentielles d'un 


polynôme 


51. Développement d'une fonction en série entière. 


Pour l’élude de celle question nous renvoyons le 
lecteur aux 0% 70 el 77 du Calcul intégral οἱ aux 
n°8 66 à 71 de Pour continuer le calcul différentiel. 
Les formules de Taylor et Mac-Laurin sonL souvent 
commodes., Dans d’autres cas le développement 


de y se déduit du développement en série de y’ : 


EXEMPLE : L (1 + x) (voir Calcul intégral n° 80). 
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+ La - .- { 
FF peut aussi se déduire d’une relation entre yet y’. Or et= | + τὶ + + +. 
EXEMPLE : y = ΟΣ satisfait à y — y. 
SO ἂρ + αι ἃ + ...ὄ + ἀπ--1 τοὶ ἡ an an + …. 


le développement en série entière de y. 


εἴ f 1 LA ) dl 
EE: ARS ET Pr ra απ τὶ fFa- ( FIT ae 
Les deux séries y οἱ y’ ayant même somme sont ἜΡΓ PT TA τῷ ἐφ τὰ LE | 
re Le =|C+L ABUS PPT Enr 
identiques. > 
lo = 5 (ἃ τὸ 2033... Mn = An—1. Revenons à Ja variable + 
pi ; (os ΠΕΣ | ot ᾽ is: T vi) 2 == gr x "π᾿ I L - L T + ἌΝ λῶν + 
Me. 4} L 4 ( ) g 21 X 2 
Un —1 (ἔῃ —2 do 
ns τ CRE oo ς ὧν ἢ --τ 


exemple simple a été étudié au numéro précédent. 


Ἢ a? an 
PET R ( - ΤΠ ST + + — Ὁ ni 


l'aisons = Δ) de Al 


Cette méthode sert aux quadratures non élémentaires 
el au calcul approché des solutions des équations 


différentielles. 


52. Application des séries entières. 


a) Développement d'une intégrale en série entière. — 
Cette méthode ἃ élé appliquée à 1, (1 + +). Voici un 


autre exemple. Soit à calculer : 


POSONSAE LL re res 6.11: 


n TNGrL SAUT) Le er nl Ὁ) intégration d’une équation différentielle. — Un 
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53. Fonctions périodiques. 


Une fonction trigonomélrique f (x) ne renfermant 
que des expressions en sin x, cos x, Lg x reprend la 
même valeur quand æ augmente de 2 x: 

{(0θ Ὁ 2π πὴ -- ... - (0 + 2x) — jf (0) 

n entier quelconque. 

C’est l'exemple le plus simple de fonction périodique. 
D'une façon plus générale une fonclion de période ἃ 
reprend la même valeur quand x augmente de a : 

1 (x) = x +a) = JR ET =... =. (+ n a) 
n enlier quelconque. 


NS 
ὮΝ 


Le changement de variables @. — x ramène au 


cas de la période 2 x : 


27 


2T 
Pr mit PRAT. = τ (χα). 


Un accroissement a de x correspond à un accroisse- 
ment 27 de φ. 


2 T 2 T 
51} Φ =sin— x, et cosp—cos ἘΣ ont pour période a 
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2T 
sin ὦ ZX, cos ὦ æ ont une période T satisfaisant à ὦ = —- 
27 
D'où : T = —, 
o 


1 ῶ 
La fréquence N est définie par N — Te 


€ 


: 2 τὸ 
œcsila pulsation:o — Ne DNS 


ZT 
A sin (ὦ αὶ -+ Φ) admet Ja même période A IP (GC), 
Celte fonclion cest d’ailleurs une combinaison linéaire 


de sin ὧτ et COS © : 
A Sin (@T + ®) — À cos @ Sin @x + A sirop (05 ὡς 


= (χὰ Sin ὧν + ( cos ot. 


Rappelons  qu'inversement toute combinaison 
Jinéaire (ἃ Sin © | Ca COS @x peul se mettre sous 
la forme (Σ cos (@x +! φ) (Trigonométrie). 

Remarquons encore qu’une fonclion de période Ὁ 
reprend la même valeur quand x augmente de ΤΣ, 
27, ST... En dehors ce sa période prepre, elle admet 
donc les périodes 24, 3a, … na: Toutes les fonctions 


pa. il 


Gr. ἘΣ peuvent élre considérées 


comme admettant la période a. Les fonclions cos wr, 


de période propre +, 


Sin @T, COS 202%, sin 267, ... (05 AT, sin nwT.. admet- 


tent donc toutes la période T — Le 
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54. Séries trigonométriques. 


Une série de la forme : 
Ωρ κα δὲ : 
Ὁ + (αι cos ©T + ὃ, Sin ὦ) 


+ (@ cos 207 + b,sin 2@©x) +... (1) 
est dite série {rigonométrique. Si elle est convergente, 


elle représente une fonction de x qui d’après la 


2T 
remarque précédente admet la période T — RS 


Ces séries interviennent dans de nombreuses ques- 
ions de mathémaliques pures et appliquées. Leur 
importance tient au théorème suivant que nous 
admettrons 

THÉORÈME DE FOURIER (9). 

Toute fonction périodique bornée de période T peut 
étre représentée d’une manière unique par une série 
de la forme (1) où ὦ — ns 


Ι 
La Iréquence τὸ est dile /ondamentale, les fréquences 


2 3 
TT. sont ses harmoniques. 


D'une façon plus générale : 

À une fonction quelconque F (x) considérée dans un 
intervalle (a, b) où elle est bornée, on peut associer 
une série de Fourier représentant une fonction If (x) 


(1) Fourier : mathématicien français, 1768-1830. 


 j 


= © 
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de période (b — a) coïncidant avec j (x) dans l'inter- 
valle (a, b) : f (x) peut n'être pas continue. 

Prenons une nouvelle variable z, telle que x, fonc- 
lion linéaire de z, varie de a à ὃ quand z varie de θὰ 2x 
æ τ Az + B. 

| m—=B—=a 
Tone 2Nm + ΒΞ ἢ 


B = «a 
D'où b— α 
À = Se 
2 τς 
b— «a 
CT qe  - ΣΕ y = f(x) = g (Ὁ. 


g (z) est une fonction à étudier dans (0,2 x). Soil 
(ὰ (2) la fonction de période 2x qui lui correspond. 
Sig(o) = ῳ (ἃ πὴ il faut cependant G (0) = ἃ (ὦ πὴ, 
la théorie conduil à poser 

Ι 
GO) = α (ὁ πὴ) = -ῷ [σ (0) 1 υ (ὦ πὶ. 
55. Calcul des coefficients de la série de Fourier 


Analyse harmonique. 


Etablissons d’abord quelques formules 


Soient les entiers mt, n, p 


/ ἐπ 2 R “ἽΒπ' 
sin πὰ dx = --- Ra | cos ne | — (ἢ) 


mt 
fl 
de même : cos nx dx = (0. 


᾿ Ά 
0 


# 92 POUR CONTINUER LE CALCUL INTÉGRAL 


En transformant les produits en sommes on obtient : 


AT | 
Î sin mx cos pr dx | 
| 


; 1 2T 
πη [ [(sin (m+-p)x + sin (m—-p}x]dx =0 
“0 


de siMmz DP 
De même : [ sin mx sin px dx = 0 
79 
OT 
| COS MT COS PX dt = ἢ 
0 
1 — cos 2mx 1 + cos 2 mx 
TES ΚΣ πεῖς -- - LOS" MT Ξα-ς. τὸ 
2 2 
"ΠῚ πος ἷ 
ΓΛ αὐτο cos 9 πιὰ 
Sin? nx dx — | Probe dx 
0 


/0 
ἌΜΕ sin 2 mx ᾿ τῳ 
᾿ 2 4 s lo ir 
ΤῸ 


De même : J cos MT de = π. 
0 
Soil f (x) définie dans (0,2 x). 
Posons  ; %o | ἶ 
OSONS } (1) = = + ὦ cos ὦ + δὲ sin αὶ +  ὦὕὦἍὔὌὕὍὃ (1) 
Intégrons entre Ὁ οἱ 2x 


ne ?T 2T 
À Î (x) dx = f 5 dx +a ἢ{ cos 2 dx + … 


Seule la première intégrale west pas nulle, elle 


vaut Ta, : 
1 π 
να τας y Î (x) dx. : 
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Pour calculer an multiplions les deux membres de (1) 


par cos mx el intégrons : : 


AT 
f (x) cos mx dx 


D 


lo ὅπ τη 
= — COS MX AT + αἱ COS MT COS TZ dt + … 
(710 0 


2 
2T 
+ am f. COS? πιὰ dt + … 
0 


Toutes les intégrales sont nulles sauf : 
27H 


2m 
am , COS? MT TZ -- πὸ Am — 1 (x) cos mx dx 
0 0 
bm Ss’obtiendrait de même en multipliant les deux 
membres cle (1) par sin mx et intégrant. Des considé- 
ralions de symétrie simplifient souvent ce calcul. En 


résumé les formules donnant les coefficients de (1) 
son : 


1 f2T 
TT Ἶ (x) dx 


T /0 
Ι 9π 

Am = -πττ ἡ ] (x) cos mx dx 
TC 0 


1 οπ 
bn = — f { (x) sin mx dx. 
TL /0 


56. Signification géométrique des coefficients. 
2" 27 


] (x) sin 3x dx = I, ; k ὦ) ἀχ ἸΞΞΗΙ. 


Représentons sur les mêmes graphiques, les courbes 


y = Lf(x) ἢ = f(x) sin 3x. 
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21 est l'aire comprise entre C el (ἃ (fig. 11). 


1, est la somme algébrique des aires hachurées. Ces 


aires de signes contraires se compensent en partie : la 
Ψ 


LN fx) 


“1 


Y = A sin 8x 
2 


Fig. 11. 


compensalion élant d'autant meilleure que πὶ est 
grand, on conçoil qu'en général la série des cocfi- 


cients converge rapidement. 


57. Calcul mécanique. 


Les analyseurs harmoniques calculent les coeffi- 
cients en réalisant mécaniquement la multiplication 
de 7 (x) par cos mx οἱ l’intégralion. Certains de ces 
appareils donnent cinq harmoniques à chaque contour- 
nement et permettent de calculer jusqu’au 150ème har- 
monique. ἢ existe aussi des procédés graphiques 


d'analyse harmonique assez utilisés. 
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58. Conclusion. 


Deux probièmes lhéoriques resteraient à traiter : 
étudier la convergence de la série, chercher si elle 
représente la fonction. Le calcul constitue un début 
de démonstration que nous ne complélerons pas. En 
pratique, la série lrouvéce représente correctement 
[ (x) dans l'intervalle (0,2 τὸ. Le premier terme est 


la valeur moyenne de la fonclion, Chaque groupe 


LA Li τ ΓῚ . 
Un (ΟΝ NE |: ba sin πὰ de période gs peul être mis sous 


la forme An cos (πὰ + @n). Cette lonclion oscillatoire 


ke 
simple d'amplitude An, de période τ, de phase φῃ 
est appelée nème harmonique. 

On obtient une bonne approximation en ajou- 
tant à la valeur moyenne de la fonclion l’oscillation 
fondamentale et ses harmoniques successifs. L’am- 
pliltude et la phase des divers composants permettent 
par leur variété de représenter un phénomène pério- 
dique quelconque. Si la fonction est continue, un 
nombre restreint de termes suffit, si elle cest 
discontinue, un nombre élevé de lermes est néces- 
saire pour la représenter au voisinage de la discon- 


Linuilé. 


ExEeMPLes. -- 19 La figure 12 donne un exemple 


de courbe périodique qui se décompose en deux 
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sinusoïcdles. La série de Fourier cest ici limitée à deux 


Lermes. 


1 (@) = a sin (2 ὼχ + φ) + ὃ sin 5er. 


mm Et ON eee 
“π᾿ —DrÉIN ET composant 
“τ τοσος deuxieme composant 


à ; T 
29 La fonction égale à —- ἡ pour --π m0 


οἱ ἃ + τ pour 0 < x < x est représentée par la série 
de Fourier : 
Ces sin 3x sin (22 + 1)x 

SIN ὦ Ἢ Fe Ἔν... + Tin Dee + νων 

Remarquons que /(æ) cest Jonclion  impaire 
(2x) = — f(x)). Les sinus élant aussi impairs, 
landis que les cosinus sont pairs, seuls les premiers 
interviendront dans le développement. 

Considérons les approximalions de plus en plus 
serrées obtenues en prenant un ombre croissant 
de (ermes. Pour quelques termes nous pouvons 
opérer par addilion d’ordonnées. Pour les résullals 


Suivants nous nous reporterons aux graphiques 
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oblenus par Michelson à l’aide d’un appareil qui, à 
volonté, fait l’analyse harmonique d’une courbe ou 
sa reconstitution au moyen des harmoniques. Quelques 


termes suffisent à donner une allure approximative 


Υγ 


S fermes 


Υ 


21termes ZTtermes 


Fig. 13. 


de la courbe mais uit nombre assez élevé est nécessaire 
pour la reproduction correcle au voisinage de la dis- 


continuilé (fig. 13). 


59. Applications à l’acoustique. 


En acouslique, on étudie d’abord les sons simples : 
vibrations sinusoïdales transmises par l'air, de [8 
source sonore à l'orcille. Le rapport des fréquences 


de ces vibralions caractérise l’intervaile des sons. 


(1) MicugLson, physicien américain contemporain. 


L'ATON, — Pour continuer le Gadcul ἢ ὦν], F 
ΓῚ 
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Ainsi un son est à l’octave d’un autre si sa fréquence 
est double. 

Mais en fait les sons naturels sont complexes. On 
peut en obtenir une représentation géométrique par 
l'intermédiaire d’un microphone et d’un oscillographe 
qui les lransforment successivement en vibrations 
éleclriques puis en oscillations lumineuses. On peul 
inscrire finalement la courbe image de la vibralion 
.Imilale οἱ vérifier la périodicité du phénomène. 
L'analyse harmonique de celte courbe décompose 
le son complexe en fondamental et harmoniques, 
te premier harmonique élant à l’octave du fonda- 
mental. La combinaison des harmoniques caractérise 
le timbre de l’instrument choisi. On constate que la 
phase «des harmoniques n’inflüc pas sur le timbre. 
La flûte, certains tuyaux d’orgues onl peu d’harmo- 
niques ; le hautlboïs, la clarinetle ont des harmoniques 
importants de l’ordre du 10ème au 15ème, (ans le son du 
trombonc le fondamental est même absent. L’analyse 
harmonique n’est pas possible au moment où le son 
naîl ou s'éteint : te phénomène n’est plus périodique. 
L'existence des harmoniques explique le phénomènc 
de distorsion dans Ia reproduction des sons. Tout 


appareil reproducteur comporle une partie vibrante 


à résonance floue qui cependant n’a un rendement 


maximum que dans une bande élroile de fréquences. 


Lcs harmoniques d’un son complexe sont donc 
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mullipliés dans des rapports Cifférents, le timbre 
est déformé. Un ensemble de résonateurs à réso- 
nance aiguë permet l'analyse acoustique du son. 
On procède aussi parfois par résonance  élec- 


(rique. 


60. Applications à l'électricité. 


Le courant électrique débilé par le secteur est en 
général périodique, approximalivement sinusoïdal. 
De par la construction des allernateurs, la valeur 
moyenne du courant est nulle et seuls les premiers 
harmoniques de rang impair sonl assez imporlants. 
Nous verrons dans la onzième leçon que l'intensilé 
dans un cireuil aux bornes duquel est branchée la 
lension ὁ est à = Σὲ in, in élant le courant que produi- 
rait l'harimonique en. Mais les selfs atlénuent les 
harmoniques surtout ceux d'ordre élevé : elles rendent 
l'intensité plus sinusoïdale que la tension. Au contraire 
les capacilés accentuent 105. harmoniques et créent 
des dislorsions., La réunion de selfs ect capacités peul 
entraîner la résonance de certains harmoniques el 
créer des inlensilés dangereuses. ΠΕ est donc important 
de connaîlre par avance la valeur des divers harmo- 
niques. 

La méthode électrique d’aualyse harmonique ulilise 


la condition de résonance du nÿme harmonique 
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nou ρῶς . On fait débiter le courant dans un 
πάω 

circuit de self et capacité variables mais connues. 
On note chaque résonance ct on détermine [8 
valeur correspondante de nm. De l'intensité de réso- 
nance, on déduit la valeur approximative du 
coefficient de Fourier. Qualitativement on peut aussi 
utiliser Ja résonance mécanique de lames situées 
dans un champ magnétique créé par le courant. On 
peut aussi analyser graphiquement où mécanique- 
ment la courbe du courant donnée par un’ oscillo- 
sraphe. La précision de cette dernière méthode cest 
limitée par la finesse et la netteté insuffisante de la 
courbe tracée. 


61. Phénomènes pseudo-périodiques. 


Un son complexe, un courant alternatif sont des 
fonctions périodiques, somimes de fonctions sinusoi- 
dales de fréquences multiples de l’une d’entre elles. 
On montre aisément que la somme de plusieurs fonc- 
lions à périodes commensurables entre elles est une 
fonction périodique admettant pour fréquence le 
plus grand nombre qui divise à la fois toutes les fré- 
quences. Si les périodes ne sont pas commensurables, 
le phénomène n’est plus périodique mais conserve 
cependant des apparences pseudo-périodiques. Pre- 


nons le cas Simple de deux fonctions sinusoï- 
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dales de même amplitude et de périodes différentes. 


ÿ, = À 005 (œil —- φῇ) 
ἢς — À COS (cl — φ,) 
ἢ Ξ- 5 Ἐ }. 


τ 2 À cos (ns ae ἰ -ὑ- -θῚ cos icone: ue { ἘΞ ἘΠΕ ΤΣ τ τα 


2 2 ("8 2 
La fonction apparaît comme le produit de deux 
fonctions périodiques, l’une de puilsation rapide 


ὦ; + ὧς où 


. RE Ca 
= , l’autre de pulsation lente τοῦτ repré- 


ϊ 
ϊ 


εἴμ. 14. 


sentant en quelque βόουῦίο l'amplitude variable de [ἃ 
première (fig. 14). 


Rs ne POELE nt EPS 


uit 52 VANICOS 5 5 


Ceci explique les phénomènes de battement : deux 
sons de hauteur voisines émis à proximité l’un de 
l’autre réagissent entre eux, le son résultant semble 
renforcé régulièrement, les renforcements correspon- 
dant aux maxima de la fonction amplitude ym (1). 
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Aïnsi s'explique aussi le fonctionnement de l’hété- 
rodyne en ‘"F,S.I". 

Si Iles ampliludes des fonctions composantes sont 
différentes, les apparences du phénomène résultant 
sont plus complexes. 

Mentionnons le phénomène des marées. Là s’ajou- 
tent trois cflets périodiques principaux de périodes 
différentes dus à la rotation de la terre, au mouvement 
de Ta πῆρ autour de la terre ct au mouvement de la 
terre autour du soleil. Les périodes étant non commen- 
surables, Ile phénomène résullant ne peut être analysé 
harmoniquement. D'ailleurs les circonstances locales 
Je compliquent encore. Cependant connaissant 105 
diverses périodes on peut, en dépouillant les résultats 
d’observalions régulières et extrapolant, prévoir les 
marées en un fieu donné, Les caleuls sont fails en partlié 
par les machines à prédire les marées dont il existe 
un {ype assez ancien ke eTide Prédielor» n°3 de tord 
Kelvin au bureau hydrographique de Ia marine ἡ Paris. 
Nous n’entrerons pas dans le détail de sa descriplion. 

Dans tous les phénomènes éludiés en physique 
du globe: méléorologie, magnélisme, ele... on re- 
irouve les deux périodes incommensurables de la 
rotation de la terre et du mouvement de Ja terre 
autour du soleil, Ceci limile done nellement les possi- 
bilités de l’analyse harmonique el nécessite des tech. 


niques plus puissantes el plus complexes. 
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62. Généralités sur le calcul mécanique. 

Dans la vie courante el dans les applications des 
sciences, le calcul joue un rôle considérable. Aussi 
cherche-t-on depuis longlemps des procédés de calcul 
plus rapides, plus commodes οἱ plus sûrs. Le but. du 
calcul mécanique est de faire effecluer par des appa- 
reils les opérations proposées, le rôle du calculateur 
étant réduil au minimum. Les machines arithmé- 
tiques, addiïilionneuses, mulliplicatrices font les quatre 
opéralions. Les machines algébriques résolvent les 
équalions numériques. Enfin certains appareils eftec- 
tuent des quadralures où résolvent des équations 


différentielles : ce sont les appareils à intégrer. 


63. Historique. 


Les bouliers compteurs ont été ulilisés dès la plus 
haute anliquité. Mais la première machine à calculer 
ful construite par Pascaz en 1642 ; c’est Pancêtre 
de nos machines à addilions. La mulüplicatrice est 


de réalisation plus récente. Ces machines arithmétiques 
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ont atteint aujourd’hui un automatisme et une per- 
fection remarquables, elles sont centrées dans Ia 
pratique courante magasins de commerce, ban- 
ques, etc... Au contraire, les machines algébriques 
restent assez peu pratiques malgré leur ingéniosité. 
Les premiers appareils à intégrer furent créés pour 
faeiliter les opérations du cadastre. La première 
réalisation pratique est duc à l'ingénieur suisse 
Hoppikxorrer. C’est en 1854 qu'AMsLer construisit 
son planimètre polaire dont dérivent beaucoup 
d'appareils modernes. DESPRL£Z, ABAKANOWICZ, en 
France, Boys, THoMsSON en ANGLETERRE, PRYEZ au 
Danemark créèrent de nouveaux modèles. On trouve 
aujourd’hui des apparcils effectuant rapidement 
une quadraturé quelconque avec un erreur inférieure 


Li 


5000 . Le problème de la résolution mécanique 
d’une équation différentielle est beaucoup plus délicat, 
il n’a pas encore reçu de solution satisfaisante en 
pratique. 


64. Intégration mécanique. 


Le premier but de l'intégration mécanique cst de 
mesurer l’aire limitée apr un contour fermé ; rappe- 
lons que toute quadrature se ramène à une telle 
mesure. Sur cerlains appareils : intégrateurs, le résultat 


se lit sur une graduation à la fin de Popération ; 
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planimètre d’Amsler : Calcul intégral (n° 84 οἱ 85). 

Un deuxième lype d’appareils : les intégraphes 
lracent directement la courbe représentative de la 
primitive cherchée dans un certain système de coor- 
données : intégraphe d’Abdank-Coraai : Galcul 
intégral, fig. 20. Chacun de ces types a ses qualiles 
propres : l’intégralcur mesure mais ne donne Îles 
résullats que d’une façon discontinue. ÉL’intégraphe 
inserit graphiquement la fonelion ehcrchée et laisse 
une trace continue de lopéralion. Maïs il introduit 
des erreurs supplémentaires dues au syslème d’enre- 
gistrement, il cst compliqué οἱ coûteux donc assez 
peu empleyé. 

Les inlégraleurs simples mesurent une aire; les 
planimètres en sont le Uype le plus employé. Parfois 
des systèmes mulliplicaleurs leur permettent de 
déterminer le moment statique et le moment d’inertic 
de l’aire considérée. Les üuégraleurs composés per- 
mettent de résoudre certaines équations différenticiles 
de la forme α΄ — f (x, y). Mentionnons encore les 
analyseurs harmoniques qui déterminent par intégra- 
tion les coefficients de la série de Fourier d'une fonc- 


lion donnée. 


65. Principes cinématiques. 
Eludions maintenant les principes cinématiques qui 


expliquent le fonelionnement de ces divers appareils, 
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1° Roulette intégrante. — Celte pièce essentielle 
de nombreux intégraleurs est une roulette L à 
rebords saillants. Elle se déplace sur un plan P 
auquel elle est perpendiculaire. Soit D la trace de 
son plan sur P. Le frottement de la roulette sur le 
plan atlénue le glissement longitudinal que nous sup- 
poserons nul. Quand la roulette roule le long de 1) 


d’une longueur {, elle tourne d’un angle @ tel que 
ἰ 
ΓΘ --ἰ οὐ θ — — (Γ rayon de la rouletLe). Maïs dans 


un déplacement parallèle à l’axe, la roulette ne tourne 
pas (0 — Cie) 0 est. également constant quand la rou- 

Jette pivole aulour de la 
D verlicale de son point de 


contact. Soit maintenantun 


pelit déplacement recliligne 
ds cos οἱ, ds faisant l'angle @ avec 


N l'axe. On peut le décom- 

Fig. 15. — Roulette 
(supposée vue en plan). poser en un déplacement 
parallèle à l’axe ds cos α 
el un déplacement ds sin α parallèle à D. Ce dernier 
intervient seul dans La rolalion de la roulette 


ds Sin Œæ χὰ: = 
40 ---------- ‘lout déplacement curviligne C peul 


être décomposé en une suite de déplacements recti- 
lignes infiniment pelils ; l’angle dont tourne la roulette 
* ds sin α 


dans un ΤῸ] déplacement est 0 = f NET 
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(α élant à chaque instant l’angle de la tangente à 
la courbe (ἃ et de l’axe de la roulette). 

Celle-ci est munie d’un compte-tours avec vernier 
de précision : celle permet d’intégrer numériquement 
la différenticlle ds sin ας. 

On généralise la démonstralion au cas où la roulelle 
roule sur une surface quelconque à laquelle elle 
demeure normale. £L’inconvénient essentiel de cet 
appareil Gent au fait que les glissements ne sont 
jamais nuls οἱ introduisent des erreurs. 

29 Tige de longueur constante. — Soit la tige AB 
qui se déplace, À οἱ B décrivant deux courbes ἃ ei Γ 
du même plan. Pour passer de la position AB à la 
posilion voisine A'B'on peut prendre pour intermé- 
diaire A'B, parallèle à AB. L’aire infinitésimale 
ABB'A' se compose en première approximation du 
parallélogramme ABB,A' et du secteur circulaire 
B,A'B. 


[2 


ΩΝ = ds sin δ᾽ -Ἰ- π ἐφ 


--- { 
car AA! -- ds, 4 — BAA' οἱ ds οἴη αἱ est la hauleur du 
parallélogramme (fig. 16, p. 108). 
Σ ἰ 2 
Imtégrons V τῷ ι ds sin αἱ + -φ -- ἰγθ + Ὁ Φ 
6 étant l'angle de rotation d’une roulette placée 
en A’, d'axe AA’, de rayon r. 


Si B fait un tour complet de F pendant que A 56 
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déplace sur C en décrivant le même arc deux fois en 
sens inverses, la Variation de @ est nulle 
Ve Ὁ: 


La courbe C est appelée directrice. Si celle est 
extérieure à 1, l’aire V balayée par AB cest égale à 


Fig. 16. Fig. 17. 


Paire Ὑ intérieure à Let à l'aire hachurée (μκι1 ρΡᾷ1- 
couruc deux fois en sens inverses n'intervient pas d 
l'intégrale (fig. 17) 


ans 


Ὑ -Ξ 00: 
Si la direclrice est intérieure ἃ Γ' οἷἱι si A la parcourt 
entièrement, la formule se complique un peu. 


66. Planimètre polaire. 


Appliquons ces principes aux planimètres. La Uhéorie 
élémentaire développée aux n°8 84 ct 85 du Calcul 
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intégral pourra servir d'introduction à notre étude. 
Décrivons le Lype de planimètre moderne schématisé 
ἃ la figure 18. La tige de longueur constante (bras 
moteur) est De, le traçoir ὁ décrit la courbe 1 dont 
on veut évaluer l'aire, la deuxième extrémité D est 
reliée à un point fixe b (centre du contrepoids) par 


une lige bD (bras polaire). La directrice GC est donc 


A CITE X ΩΣ 


(C} rectrice b 


Fig. 18 — Schéma Fig. 19. 
du planimètre polaire. 


un cercle de centre b. La roulelte est axée sur le bras 
moleur mais n’esl pas fixée en D. Notre théorie se 
généralise à ce cas. Soient deux posilions cDL, c'D'L' 
du bras moteur (fig. 19), le point D ἃ décrit un arc 
ΘΙ dsidu ccrc ie OM) Soie We Ι  Ξξ τ: 


4 


ΤΡ NCDID EE αἱ, CLL -- α' 
8 


ΟΝ = cDD'e = Ids sin &æ + π ἐφ. 1) 


L’aire dV' -- 101) 1.1. peut être obtenue en prenant 


pour directrice 
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ι 
501} DD’ d'où dV' = ads sin ἃ — . ἀφ (9) 


2 
Soit LL' d’où dV' = ads'sinz + =dp Ὁ 


éd 


2galons les deux valeurs de dV* et simplifions par a 
ds sin α — ds’ sin ο᾽ + α ἀφ. | 
Portons celle valeur dans (7). 
[3 [2 
dV = lds'sine"-+ aldp -}- τ = Às'sinaæ” + ἀφ (at+ 5) | 
[2 
ν = tf ds” sin αἱ -;- Ὁ (αι + 3} 
La roulelte calcule l’intégrule. La varialion de ᾧ 


porné fixe 


loupe traçair --— 


est nulle si c décrit F, D faisant un aller et retour sur 
un arc de C. L’aire balayée par cD est Paire y 
intérieure à [':y = Κθ. 


bras polaire 


(8 étant l’angle dont à tourné la roulette L : diffé- 
rence cnire les lectures initiales et finales.) 

REMARQUES. — 19 Si b est à l’intérieur de ἘΠ, le 
uombre Iu doit être augmenté d’une constante indi- 
quée par le constructeur. 


20 La roulette porte 100 divisions, un vernier 


comple-tours 


rande: 


sans fin cngrène sur un compte-tours. 


roulette 
ing 


3° L’axe de la roulette ne coïncide pas avec cD, il 
lui est paralièle ἃ une distance ὦ : DLL'D' subit 


une translation sans changement d’aire : ie résullal 


acmeure. | 
| 

| 

- ᾿ 


permet de lire le dixième de division. L’axe à vis | 


Fig 20 — Planimètre polaire (type récent). 
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49 Notons enfin quelques perfectionnements. 

a) Bras moteur réglable permettant d'adapter le 
planimètre à loufes les échelles ; 

b\ Bras mo.eur veaivani glisser sous le bras polaire. 
Chaque aire est contournés dans deux sens différents. 
La moyenne des résultats élimine l’erreur de noh- 
pa ‘alictisme entre l’axe de la roulette et le bras moteur 
(planimèires à compensalion). 

c) Loupe à point de repère remplaçant Je 
(raçoir : le contournement est plus rapide et plus 
précis. 


La précision de ces appareils simples varie de 500 


à (fig. 20, page 111). 


2.000 


67. Planimètres dérivés. 


19 Planimèlre linéaire. La direcirice esl une droite 


F Ê 
1 = Apds Sin & -} 3-49; 


ds = dis "up Üsin ὅς. 


[3 
ΩΝ τὸ ἡὶ ἀπ + τ ἀφ. 


Le long d’une courbe fermée 


0 


Fig. 21. — Schéma ᾿ Ἐ ὃ - 
du planimètre linéaire. Ὁ — ! 4 ds Sin αἱ — “ y dx 


V = kD (fig. 21 el 22). 


© 

Ξ 

Ξ 

τ 

D 

ἜΣ 

“Ὁ 

(se) 

y “"ὐνν» πνὴ»ν 

Ὃ δ 

© « 

© À 

δ ὩΣ 

κ᾿ 

Q Se 
RC »,; 
5Ν 


regle Φ 
dITEC. 


TATON. — Pour continuer le Caicul intégral. 


Planimètre linéaire. 


22. 


Fig. 
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29 Planimètre polaire à disque. — Dans le plani- 
mètre d’Amsler, {a roulette se déplace sur le dessin, 
surface souvent peu régulière. Dans le planimètre à 
disque (Πρ. 23), les mouvements de contournement 
sont transmis à la roulette intégrante. L par l’intermé- 
diaire du disque tournant $S dont l’axe à pignon 
engrène sur la couronne dentée du disque polaire P. 


La roulette L se déplace sur la surface parfaitement 


polie du disque tournant 5. La théorie de cet appareil 


R - R’ 


ΩΣ 


x 


Fig. 23, — Schéma du planimètre Fig. 24. -- - Schéma 
polaire à disque. du planimètre à sphère, 


montre que 184 précision est aussi multipliée par un 
coefficient connu. 
3° Planimètre à sphère (principe dû à HELLE-SHAW). 
L’inconvénient de tous les planimètres précédents 
est l’existence de glissements. 1.6 planimètre roulant à 


sphère (fig. 24) supprime cette cause d'erreurs. Le châssis 
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est supporté par deux rouleaux molletés R et R’ qui 
ne permettent que des déplacements perpendiculaires 
à leur axe. Leur rotation est transmise à une calotte 
sphérique 5. par un engrenage et un pignon. Le bras 


moteur est surmonté par un cylindre CG mobile autour 


calottr syphériqu δ S cylindre intégrant gi 
LUN ἣν re οἷ 


KW 


systeme enregistreur 


G:CORADI-ZURICH 


bras moteur à 


Le 


Se Ὥ 
loupe tragçoir. $S 
Mig. 25. - - Planimètre roulant à sphère. 


de son axe (cylindre intégrant) et en contact avec S. 
Quand € décrit L', les rouleaux R et Ε΄ avancent et 
reculent, S tourne, GC pivotc, S actionne par friction 
le cylindre intégrant qui communique par vis sans fin 
ses mouvements à l’appareil enregistreur (fig. 25). Nous 
ne ferons pas la théorie détaillée de cet appareil. Son 
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inconvénient est la fragililé relative de l'appareil 
intégrateur. Les planimètres les plus récents : plani- 
mètres roulants à. disque et roulette intégrante 
allient les avantages des deux types précédents 
(fig. 26). Les glissements sont presque supprimés 
par la translation de la roulette qui se fait 


radialement par rapport au disque. Ces appareils 


. ᾿ LA . Ι 
peuvent atteindre une précision de - . Citons 
8.000 
pour mémoire les planimètres à rotation, premier 
type découvert, peu utilisés aujourd’hui sauf dans 


certains appareils enregistreurs. 


68. Autres appareils intégrateurs. 


1° Cerlains appareils évaluent par un seul contour- 


nement les intégrales suivantes : 


[y εἰ [lu ax : Γιβ dx 


et calculent simultanément l'aire, le moment statique, 
le moment d’inerlie d’une surface. 

Hs utilisent en général la transformation trigono- 
métrique y τὸ ἰ sin α οἵ la décomposilion de sin" α 
en une somme d'expressions linéaires. T'intégrale 
est ramenée à une somme d’intégrales de la 
forme ἢ f ds sin β. Des trains d’engrenage réalisent 
mécaniquement l’arcis ?. Ces rouleltes calcuient Îles 


intégrales. 


bras mateur -----..Σ 
réglable 


compte ours 


loupe traçorr- 


ant à disque. 


tre του! 


è 


is, 26: — Planim 


F 
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29 Analyseurs harmoniques. — Dans la sixième leçon 
nous avons vu que ces appareils calculent les coeffi- 
cients de Fourier d’unc fonction donnée. Ils sont de 


divers types. 


a) Les appareils les plus anciens : type de lord 
Kelvin calculent directement le produit de y par 


cos πθ dû ou sin nû d0 et intègrent. Ces appareils 


sont peu précis. 
b) L'appareil trace (fictivement) les courbes y sin πθ 
et y cos πθ et mesure l’aire : appareil de Somanerfeld. 
c) Les intégrales sont évaluées en faisant d’abord 
une intégration par parties. 


L per 
AN Ἵ y cos θ d 0 
KH./0 


27 ] 9π 
Φ- { sin 10 du. 


Π NT ./0 


| 
1] Sin πθ 
TT y 


L'appareil calcule les intégrales du deuxième 
membre. Bn est donné par une formule analogue. 
L’analyseur Coradi auquel ont collabré Scranr ct 
ELENRIGr est [ndé sur ce principe (fig. 27). Les roulettes 
intégrantes sont actionuécs par des sphères dépolics 
(HELrE-SHAW). Les modèles récents à cinq sphères 
intégrantes calculent cinq cocilicients de Fourier à 
chaque contournement et peuvent donner tes 150 pre- 


micers harmoniques. 


/ 


— Analyseur harmonique. 


La 


sphère en Crisl 


roulette 
intégrante 


" 


Fig. 27. 
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3° Intégraphes. — Le type le plus simple : l’inté- 
graphe de Boys a été décrit aux n®% 55 et 56 du Calcul 
Intégral. La figure 20 du même livre représente 
l’intégraphe Abdank-Coradi de type ancien dont 
nous aflons faire la théorie. Les trois roues R obligent 
le chariot à se déplacer parallèlement à un axe OX”. 
Deux chariots (fig. 28) se déplacent sur les grands côtés. 


Le premicr poric un{raçoir T qui suivra la courbe donnée 


À y’ 


Fig, 28 — Schéma de l’intégraphe Afilank-Coradi. 


et une pointe engagés dans la fente d’une règle D. Cet!e 
fente passe aussi par le point © fixe sur la traverse 
médiane. La règle porte un parallélogramme articulé qui 
oriente la roulette L paralléletent à elle. Le deuxième 
chariot porte la roulette L et le Lire ligne traçant ἴα 
courbe intégrale. La roulette est don: paraïlète à OT. 
Mais l’angie α = X'OÙ a une tangente proportionnelle À 


; 
| 
᾿ 


22 fl 
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l’ordonnée de Τὶ Avec une échelle convenable nous 
aurons tg « == y. La roulette est coupante, on démontre 
qu’elle est tangente à la trace laissée sur le papier 
par elle ou par le tire ligne. La courbe tracée par celui- 
ci représente donc une fonction admettant y pour 
dérivée : c’est une courbe intégrale de la courbe consi- 
dérée. 

Dans les modèles récents, le cadre est réduil à une 
barre, le parallélogramme articulé se trouve en dessous. 

A° Intégrateurs composés. — As sont destinés à 
intégrer les équations différentielles. Comioris ἃ 
construit un premier appareil peu précis. Lord 
K&ëLViN, ΡΥ πον, JAGOB ont étudié des iutégra- 
teurs de principes divers permettant la résolution 
de certaines équations différentielles. Ges appareils ont 
pris depuis quelques années un grand développement. 

REMARQUE. Il n'existe pas de différenliateur 
mécanique pratique, En effet un tel appareil devrait 
suivre une courbe. Ce contournement est soumis à 
des erreurs qui influent peu sur l'aire intérieure donc 
sur l’intégrale maïs faussent complètement la déter- 
inination de la tangente donc de la dérivée. Ceci 
explique le peu de précision de tous les appareils 
basés sur le calcul de dérivées ou la mesure de vitesses ; 
citons un appareil déterminant la vilesse d’un avion 


par la rotation des volants de pointage d’un télémètre 
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qui suit lavion la moindre irrégularité dans le 


mouvement des pointeurs fausse complètement le 
calcul. 


69. Utilisation actuelle de intégration mécanique. 


Quelles sont les applications des divers types d’in- 
tégrateurs que nous venons d’étudier ? Les planimètres 
polaire ou linéaires peuvent effectuer toutes quadra- 
tures et Loutes mesures daircs depuis les mesures 
précises sur cadastre jusqu'aux évaluations des aires 
de peaux οἱ de cuirs. À chaque usage est adapté 
un instrument, Le planimètre linéaire est adapté 
aux mesures sur diagrammes d'appareils enregistreurs * 
compteurs d’eau, d'électricité, de vapeur, appareils de 
Watt, hystérésimètres, etc..., aux déterminations 
de moyennes (49. leçon). [Le planihmètre roulant à 
disque est réservé aux mesures de précision. Les 
intégrateurs mulliples servent à Loules les mesures 
de moment statique, de moment d’inerlic, calculs 
de centre de gravité, de centre de poussée, etc... que 
Pon ἃ à faire constamment dans les bureaux indus- 
triels, chantiers navals, usines d’avialion, etc... Les 
analyseurs harmoniques encore trop coûteux pour 
être très répandus font les calculs de coefficients de 
Fourier si pénibles et si longs par d’autres méthodes. 
Is sont à utiliser dans. l’étude de tous phénomènes 


périodiques : acoustique, électricité, TSF. étude 


{ 
z 


ES 
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des vibrations, etc... Le champ d'application de ces 
appareils est donc immense, aussi avons-nous réservé 
à cette étude un chapitre important. On aurait une 
idée fausse des applications du calcul intégral en 
donnant à l'intégration formelle une importance 
trop grande. Essentielle au point de vue théorique, 
elle n’est en pratique utilisée que dans peu de cas. 
L'intégration graphique et l'intégration mécanique 
donnent des résultats rapides, suffisamment précis 
οἱ sont toujours applicables quelle que soit la fonction 
à intégrer. 


69 bis. Les machines mathématiques modernes. 

Dès 1925, un premier analyseur différentiel, capable de 
résoudre des systèmes d’équalions différentielles ou des équa- 
tions aux dérivées parlielles avec une précision de l'ordre 
du Lise , ut construit par Ice professeur américain V. Bus. 

1.000 
Ges machines qui sonl constiluées par un assemblage très 
ingénieux d’inlégrateurs de KxLvin ont pris depuis cette date 
un développement assez cousidérable el _ rendent d’apprécia- 
bles services dans de nombreuses branches de la science appli- 
quée. 

Mais les nouvelles machines mathématiques, électromagné- 
tiques ou électroniques, dont les prototypes : Mark T d’AIKEN 
(1942) οἱ Enrac (1944) ont été construits aux Etats-Unis en 
vue de leurs applications milifaires, semblent devoir jouer 
un role cncorc beaucoup plus important, que ce soil dans le 
domaine des applications pratiques où dans le champ de 
diverses sciences théoriques. Leur puissance et leur rapidité 
sont récllement. surprenantes el de nombreux progrès scien- 
Lifiques sont à attendre de leur perfectionnement. 


HUITIÈME LEÇON 


EQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 
DU PREMIER ORDRE 


Ι. (GÉNÉRALITÉS. 


Une équation différentielle d'ordre n est une relation 
entre les valeurs d'une variable, d’une fonction 
inconnue de cette variable el des dérivées de cette 
fonction jusqu’à l’ordre ». Nous étudicrons spécialte- 
ment les équations du premier οἱ du deuxième ordre ; 
elles ’introduisent en mécanique dans lPétude du 
mouvement d'un point matériel, en mathématiques 
dans Ta recherche des courbes dont la Langente, le 
rayon de courbure satisfont ἃ certaines conditions 
données, etc... On les rencontre également dans de 
nombreuses questions de physique théorique ou 


appliquée. | 


70. Solutions d’une équation différentielle, 


Nous dirons que y τὸ g (x) cest une intégrale ou 
solution particulière d’une équation différentielle si, 
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eu remplaçant y par g (4), ψ΄ par σ΄ (x), l'équation 
devient une identité en «x. 
Ex. : Soit : y" +y = 0, 
4 (x) sin ax est une intégrale car : 
y (à) = «à des ax 
1 Ε2, { Sin «x, 


(7 .3.. (δ] Sin at + € sin at = 0, 


Résoudre où tnlégrer une équalion différentielle 
c’est chercher toutes ses solutions où tout au moins 
réduire cette recherche à des quadrataires. La plupart 
des intégrales particulières peuvenLl se grouper en 
une seule expression renfermant des constantes 
arbitraires : Pindégrale générale. On appelle intégrales 
singulières les solutions qui n’entrent pas dans Fin- 
Légrale générale. 

EXEMPLES. 19 μ' = f (x) est l'équation différen- 
Liclle la plus simple. Soit 15 (Ὁ une primitive partict- 
lière de f (4). Les deux fonctions y et Et) admettant 
même dérivée, ne différent que dune constante 

y EF (x) + C. 

On démontre d'une façon générale que : 

Une équation du premier ordre admel une intégrale 
générale qui dépend d'une constante arbitraire el qui 
est représentée géométriquement par une famille de 
courbes intégrales ἃ un paramètre. En se donnanl Ha 


valeur de y correspondant à x = 0 (valeur initiale) on 
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détermine la constante C et an choisit ainsi une 
intégrale particulière. 

20 L’équation du deuxième ordre y" + &@ y — 0 
admet l'intégrale générale. 


y — Ὁ, sin ax + (à 605 ax. 
Les intégrales particulières sin ax οὗ cos ax corres- 
pondent respectivement à 


(6, -Ξ-Ξ 0, Co —= 1) οἱ (ἃ, == Νὰ Co ἘΞΞ 0). 


REMARQUE. — [intégrale générale d’une équation 
du premier ordre est représentée par une famille 
de courbes à un paramètre. Réciproquement, on 
démontre qu’une famille de courbes à un paramètre À 
d’équation f (x, y, À) — 0 peut être considérée comme 
intégrale générale d’une équation du premier ordre. 

EXEMPLE : 

Etudions les cercles (C) coupant l’axe des y aux 
points d’ordonnées -- ἃ, - a : faisceau du premier 
genre (fig. 29). 

L’équation des cercles du plan est 

(α --λὴὴ + (y —u} = ἢ: (D) 


Les ordonnées des intersections avec ΟὟ sont don- 


nées par l’équation (1) où l’on fait x — 0. 
+ G—u) = F 
ou (y — uw} = R— À 


yi= nu ÆE VER — 2» 
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Ces ordonnées sont + a, donc 
a = 0 
RS me ΞΞ. ἢ: 
OÙ ἈΞ == 2 + «, 
L’équation des cercles (C) est (&— A)? + y? = + αἰ, 
Développons : 
CR — 2x + ᾺΣ Hp — ii — à = 0 


Réduisons : 


Lis, 29. — l'aisceuu de cercles sécants. 


Le long d’une courbe (C), À est constant, la différen- 


tielle totale s’écrit donc : 


Ü A 
/ dx + 22 dy = | 
px oy 
soit ici : 2 (x — À) dx + 2 y dy = 0 
x dx + y dy Ve 
εἴ dx FL FU 


Remplaçons > par sa valeur dans l’équation (2). 
Nous obtenons léquation différentielle des cercles C 


αν μὴ ne USER LÉ = 0: (3) 
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11. inicrprétation géométrique de l'iutégration. 


Soit unc équation du 12 ordre renfermant y’ au 
107 degré. 


À (ὦν μ}» τ BOX, y) 9 = 0. {1) 


Consiciérons un point variable M (x, y), l'équation (1) 
Gétermince en ce point une valeur de y', Gonc précise 
en chaque point une Girection D : clle céfinit un 
champ de directions. Si unc courbe 
iuicgrale (C) passe en M, la 
valeur de ν΄ fixe la direction de 
sa (angenie : (ὦ sera langente 


à Ja droile 1). L’ensemble 


(M, D) : point, tlangenle est 
Fig. 30. — Courbe appelé élément de contact (Hg. 30). 
inlégrale οἱ  élc- 

ments de conlacl Le problème de l'in!légralion 

paul δ᾽ ΓΟ" : 

Soit unc Girection 9) attachée à toul point M du 
plan et variant avec ce peint, trouver les courbes 
qui en chacun εἰα leurs puints M seront tangentles aux 
Gireclions D, En associant à chaque point M de l’es- 
pacec un vecteur V, nous définissons un champ de 
vecteurs. Les lignes de force du champ ou courbes 
laugenies eu chaque point M au vecteur attaché sont 


donc soluticns d’une équation difiérentiele. Soient, 


X = { (xX,y); Ÿ = y (x y) 
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les prejecuons du vecteur V. Sa pente est 
Hit 966. -- φ (x, y). 
] (α, y) 
Le long d’une ligne de force (C) : πὶ = y. 
L’équalion différentieNe des courbes (ὦ) cest donc 


͵ 


ἢ = @ (x, y). 


78. Speotres magnétiques. 


Un specire magnélique est une image approchée 
d’une famille de courbes intégrales. Saupoudrons 
régulitrement une feuille de papier de fine limaille 
de ier. Sous cetle feuille, plaçons un certain nombre 
d’aimants. In chaque point, leurs cflels se composent 
et créent un champ magnétique caraclérisé par sa 
direclion el son intensilé (vecteur H). On sait qu’une 
aiguille magnélique placée dans un champ uniforme 
s'oriente parallèlement au champ. Or chaque petit 
brin de limaille placé dans le champ H devient un 
petit aimant el H peut être considéré comme uniforme 
daus un pelit espace : ie brin s'oriente donc suivant 
le vecleur H. Si La réparlilion est assez régulière, [οἱ] 
verra à la suile les brins voisins qui paraîtront donner 
une ligne, image approchée d’une ligne de force. 
Nous vérifierons ainsi empiriquement qu’en chaque 
point du plan, sauf exceptions, passe une courbe 
intégrale de l’équalion y" = @(x, y) et une seule, 
Si nous savions réaliser à volonté un champ magné- 
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lique correspondant à une équaiion donnée du 
1er ordre nous saurions résoudre expérimentalement 


cette équalion. 


73. Intégration graphique. 

L'intégration graphique donne une solution ana- 
loguc de réalisalion plus simple. Soit l’équation diffé- 
rentielle : y" = ® (x, y). (4) 

À l’aide d’un crayon fin, conslruisons en chaque 
point un pelit Seginent parallèle à la direction définie 
eu ce point. Opérons ainsi en chaque sommet d’un 


quadrillage serré. La ligne brisée formée par une 


| courbes 
2 \intégrales 
EF 


X 
Fig, 31 — Courbes intégrales et isoclines 


série de Lraiis successils donne une nuage d'autant 
plus approchée de la courbe intégrale que 1e quadriliage 
est plus serré, δὶ l'équation uaifférenticile définil en 
uhaque point plusieurs valeurs ae y’, HOUS ne pouvons 
μύλου ainsi que aaus les intervalles où Les Giverses 


détcerminalions peuvent êlre séparées saus umbiguité. 
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Peur tracer plus commouciment les éléments de 
contact, on ulitise les isoclines ou courbes en tous les 
points desquelles La lTangente à la courbe intégrale 
a une reclion donnée. Leur équation ὁδὶ @ (x, y) = k 
On les définit en traçant par un point dés parallèles 


ἡ lntéyre le sir qufière 


Courbe in {égrale fAs pre des courtes 
ΠΕ forme) LA 


Qu tie ἘΝ 

ἽΝ =. "ων 
AN Ὁ Τνε 

τ ἡ {υμωγύος 


intégral CS 


\/ (1 Ëforme) 


À Polyqode 


d éléments 


er 
và “ποτ de 
67.) 


Fig. 32. — Exemple d'intégration graphique. 


aux directions considérées et en nolant d’un même 
indice l’isocline et la direction quise correspondent (fig. 
31). Le tracé des éléments de contact est alors rapide. 


Où raccordera dcux éléments correspondant à écux 
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isoclines voisines à peu près au milieu de l’intervale 
des isoclines. On obiicndira ainsi des lignes polygo- 
nales dans lesquelles on inscrira des courbes, images 
approchées des lignes intégrales (figure 32), On peut 


tirer de l’élude des isoclines beaucoup de renseigne- : 


ments précieux sur ia lamiHe des courbes intégrales. 
En associant les autres résultats fournis par l’intégra- 
tion qualitative on peut faire ainsi ure élude trés 
complèle des courbes. Neus ne développcrons pas 
plus avant ce point de vue si fécond. 

ÉxXEMPLE : 

Soit l'équation différentielle : y = y — 2x. 

Les isoclines . y — 2x = Καὶ sont parallèles à la 
droite D':y = 2x. Les courbes intégrales se déduisent 
l’une de l’autre par translalion parallèke à D. Elles 
sont de deux formes. La première forme correspond 
à C > 0, la deuxième forme à (ἃ < 0 (fig. 32, p. 131). 


Nous verrons que leur équation est y = Ge + 2x + 2. 


44. Diverses conceptions possibles du problème de 
l'intégration. 
L'étude d’une équalion dillérenticHe peur se faire 
à différents points de vue, le choix entre eux élant 
souvent impose par a nature même de l’équation. 
19 On sait ramener l’inlégraiion de quelques Lypes 
simples à des quadralures par des méthodes dites 


d'intégration formelle. Beaucoup d’équations rencon- 


Te 
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irées dans les applicatiens sent de ces Lyÿpes, mais leur 
simplicité tient souvent à ce qu’elles ne donnent des 
phénomènes qu’une image approchéc. En physique, 
une fonction est souvent remplacée par unc fonction 
plus simple, linéaire par exemple, obtenue en faisant 
des approximations compatibles avec la précision que 
lon s’impose. Nous rencontrerons dans l’étude du 
pendule un exemple de telle simplification. 

29 Mais il est des équations de type simple que 
lon ne sait pas intégrer (ex. : équations de Riccati). 
d'autre part la précision croissante des mesures impose 
l'étude d'équations différentielles compliquées οἵ 
non intégrables. Le mathématicien essaie alors de 
discerner les propriétés des courbes intégrales sans 
connaftre leur équation. T1 fait l’étude de la croissance 
de la fonction, des branches de courbes, des points 
de croisement (nœuds), de la concavité. Cette intégra- 
fion qualitative a pris une importance considérable 
dans l’analyse contemporaine depuis des travaux 
célèbres de Henri Poincaré ). 

30 Au point de vuc pratique, dans les applications 
où l’intécralion n’est pas immédiate on opère par 
intégralion graphique. 


49 Enfin quelques types d'équations peuvent être 


(1) Henri Po cané, célèbre mathématicien français 1854- 
1912). 


134 POUR CONTINUER LE CALCUL INTÉGNAL 


résolus mécaniquement. Mais les appareïls sont 
compliqués ct ne peuvent résoudre chacun qu’un 
type bien défini d’équalion : ils sont peu utilisés. 
Citons un appareil qui permet de détermüiner la tra- 
jectoire d’un projcctile lancé dans des conditions 
déterminées et de construire ainsi les abaques de 


{ables de {τ 


75. Méthode d'étude des équations différentielles. 


19 Avant d'intégrer une équation différentiekke, 
nous étudierons la forme de l’équation ct ferons toutes 
les remarques géométriques que celle-ci nous suggérera; 
nous pourrons en tirer des indications précicuses sur 
la famille des courbes intégrales. Si nous passons 
d’une courbe intésrale à une autre par Ia simpkc 
variation d’un paramètre : longueur, angl, etc, 
Fimtégration sera certainement facilitée par un chan- 
gement de coordonnées faisant jouer un rôle essentiel 
à ce paramètre. Dans loute la théorie des éqmations 
différentielles, les transformations géométriques jouent 
un rôle essentiel : trauslations, rolations, homothélics 
ou transformalions de nature plus complexe (trans- 
formations de contact). 

29 Nous verrons ensuite si l'équation différentielle 
se ramène à un Lype classique que nous savons intégrer. 
Si ce fait se produit, nous intégrerons, sinon nous 


rechercherons un changement de variables rattachant 
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l'équation à un type classique. Si cette recherche n'a 
pas té facilitée par l’analyse géométrique ce n’est 
qu'une longue habitude qui la rendra plus aisée. 
Nous penserons en particulier à lPéchange des varia- 
bles, au passage en coordonnées polaires. La notalion 
différentielle sera en général plus commode que l’écri- 
ture avec dérivées. | 

30 Si aucune de ces possibilités ne se révèle féconde, 
il ne reste qu’à opérer une intégration qualitative 
et à construire approximativement des arcs de courbes 


intégrales par la méthode des isoclines. 


2. TYPES CLASSIQUES D’'INFÉGRATION. 


76. Equations à variables séparées. 


Une équation du 197 ordre est dite ἃ variables sépa- 


rées si on peut Ia mettre sous la forme : 


A (y) dy = B (x) dx. 
{L'intégration est immédiate 


JA GD y ΞΡ ᾧ) + G = ΓΒ 2 = αὶ (ἡ + Οὐ. 


à. 


L'intégrale générale s’éeril : F (y) — G(x) = C. 
La donnée d’un point M (x. y) détermine C. Par un 
point du plan passe une courbe intégrale unique. 


Certaïînes formes d'équations se ramènent directe- 


ment à ce type. 
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ci 
EXEMPLE : = be À = B (x) A (y). 
dx 
ΔῊ A 
Däivisons bar 2. et intégrons 


τ: — f B(x) dx. 

Pour recoanare ce type d'équations à variables 
séparées, nous mettrons l’équation sous forme difié- 
rentielle et grouperons les termes en dx et dy. Si à 
ce moment l’équation apparaît sous la forme 

À (x) B (y) dx = C (x) D,(y) dy = 0 
à suffira de diviser par B (y) C (x) pour obienir : 
A (x) D (1 
C = ἐὰν το τὸ ἘΠῚ 
Equation à variables séparces. 


EXEMPLES : 19 æy' — y τεῦ 


ἐ 
js ἘΠῸ EU 
Δ T 
1, Ξ [Ὁ ατξε ἵν [χα] 
y = Cx 
20 υ et νιρα πὸ 
ΒΔΕ 0. poul s’écrire dy — — y \g x dx 
dy 51}} αὶ εἰὰ d cos x 
ou -- em — grd = — = ——— 
y COS x COS ὦ 
Intégrons 


ΠῚ} = L C cos x| 


(05 ti +a—=L 


y = ἃ cos x. 
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747. Généralisation. 


Certaines équations ciflérenticiles peuvent s’écrire 
en égalant à 0 ka iéiérenlielle totale d’une fonclion 


V (x, y). (Le type précédent en ost un cas parliculier). 
ἜΣ ἈΠΕ Eau 
Φ + y UE FEU, 


L'intégrale générale s'écrit immédiatement : 
Ν (x 19, —%C: 
La condition pour que Adx + B dy soil une ditié- 
A oB 
reniielle totale Ss’eécril : — —— : Pour continuer 
y dx 


le calcul différentiel (n° 95). Nous saurons donc recon- 


Χο ces cas d’intégralion inmimédiatc. 

Exemple : ay + y = 0 
ou a dy + y dx = 0. 

Le 191: membre étant la différeulicik totale de xy, 
Pintégrale générale est xy = C. 


18. Facteur intégrant, 

D’autres diflérenticiles peuvent être ramenées 
simplement à la forme précédente. 
a | y 

a ΓῚ 


J 


SOL ay — y = 
Davisons par αὐ + y. 
πεν 1 x dy — y dx dx 


= — ou mn; + 
à + y αι a + 
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2 dy — y dx 
que Aie y” dx 
; ut s’écr ὭΣ = ——, 
Ceci peut s’écrire “" ps 
1 = ΓΗ 


4 zx 
Le 17 membre est La différentielle de Arc lg gr 


l'intégrale générale s’écrit : 


RATE Tù ZT ὺ 
ENT τὰ ως : 
œ 
ou y = αὶ (οἵ ι + c). 


Le facteur qui, en mullipliant le 1ermembre, 


l 
a + 
le transforme en différenticHe totale est appelé facteur 
intégrant. La recherche de ces facteurs intégrants 
est en général difficile, aussi n’uliliserons-nous que 


ceux qui apparaftront au premier examen. 


79. Equations incomplètes. 


L'équalion g' =/{(y) ne renferme pas ἃ explicilement. 


Elle esl à variables séparées 


dy 1e 1% : ἋΣ — αν C 
ΤΟΣ a CRT QU 


L'équation plus générale / (y, y} = 0 se résout par- 
Tois par une mélhode plus savante. Supposons que 
y et y’ représentent les coordonnées d’un point, 


[{[(. y) — 0, sera l'équation d'une courbe (BE 
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Si nous connaissons [ἃ représentation paramcétrique 


ζει. 0 (ἢ 
(y Ξ κι 
( dy g' (ὃ dt 
ὶ dt] h (D dx 
q' (D dl 

h (0) 


g! (4. dt | A 
T - κι (ὃ ΞΞΞ K (ἢ + C. 


ΕΓ 


Nous dédudsons 


I 


d’où dx = 


Les équalions paramétriques des courbes fntégralbes 
τ τε κ(δ + € 

somt 
y = σ (ὃ 

Dans un problème de nature géomélrique, la repré- 
sentation paramétrique cs souvent suggcréc par | 
l'énoncé. Des méthodes analogues s’appiiquent aux; 
équations des formes f(x, y) = 0 
et g" = f (ax + by + cc}: 


80. Equations homogènes. 


Une équation différentiee du premier ordre οδὶ 
homogène si x et y figurent d’une façon homogène 
(c'est-à-dire au même degré global πὸ dans tous 165 
termes. On reconnaîtra de telles équations soit direc- 
tement, soit au fait que la valcur de y’ ne change 
pas par substitution de Κα οἵ kg à ἃ οἴ y. (Tous les 


termes sont multiphés par ΚΒ), 
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. 4 
Si St constant ou si y = ax, Μ΄ sera conslant: les 
isoclines sont les droites passant par l’origine y = ax. 


Υ Par rapport au centre Ο, 


l'homothétique d’un élé- 
Μ΄ ment de contact intégral cst 
" aussi intégral (fig. 33). 
FN LE 
ἘΣ C Sil’on connaît une courbe 


ἣν intégralc, on en déduira 
5 une autre en mewMipliant 


Fig. 33. — Eléments de dans un rapport constant 


contact (équation homo- les 


distances de chaque 
gènc) 


point à O (homothétie de 
centre O). Cette remarque suggère certains chænge- 
ments de variables : 


: [ 
19 Changement de variæble Ξ = { OU y = ἐκ, 


20 Passage en coordonnées polaires où les homothéiies 
de centre O se réduiront au changement de r en ΚΓ, 
EXEMPLES. — 19 x + y + ay = 0. 
Posons y = x 
dy = dx + x αἱ 
{x + fx) dx + x ( dx + x dt) = 0. 
z(1 + 24) dx + κ dl = 0. 
Si --Ἕ 0 l'équation iniliæle donne y = 0. 
Divisons par x supposé différent de 0 
(1 +20) dx + xdi = υ, 
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Les variables sont séparées : 


2h Η > dx 
Lao AT Fe 


[Ὁ 
doù 1,1 21] τε -- 21,12] τα -ΞΊῸ, 


LI 


Remplaçons f par — 


τῷ + deg —=C OÙ y = ------ 


Le changement de x οἱ y en — x οἱ — y conserve 
l’équation. Les courbes in- y 
tégrales sont Au 2ème degré 
et admettent O pour 
centre de symétrie. Ce sont 
les hyperboes d’asymp- 
totes x = θ el y = — Ξ. 
formant deux familles cen- 
juguées engendrées cha- 
cune par homothétic de 
centre Ὁ d’une de leurs Fig δ4.. τοὶ courbes 
courbes (fig. 34). LUN ee 


20 Soit (ὦ + y) dx + (y — x) dy = 0 


Equation homogène du 1° degré. 
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Passons cn coordonnées polaires 
(tæ=rcos0 
y = r sin 0 

( dx = ur cos 0 — r sin θ 40 


d’où 
ὶ dy = dr sin θ + τ οο59 4 (. 


L'équation devient 


r (cos θ + sin 0) (dr ces 0 --r sin 0 4@) 
+ r (sin 0 — eos 6) (dr sin GO +- r ces θ 48) = 0. 


Simplilions par r, groupons les termes en dr οἱ dÿ 
dr (cos? θ + cos θ sin 6 + sin? 6 -- cos 0 sin 6) 
— 7 dQ (sin θ cos Q Ὁ sin2@ — sin 0 cos 6 - cos? 0) — 0. 
Réduwisons 
dr — rd@ = 0; © — df 
d’où L kr| = 60 +4. Cite 
r = (8 = = el —Ue) 

Les deux rêles différenbs que l’on peut faire jouer à 
la constanie d'intégration montrent que deux courbes 
intégralics peuvent se désire Fune ἐὸ l’autre seil par 
une homothkhétie de cenbre O, ‘oil par une rotalion 
autour de ©. Ge sont des c'irales ‘logarithimiques 
Géométrie analytique (n° 168. 


81. Equations linéaires du premier ordre. 


Ge sont des équations du 107 cradre, du 1er Cegré en 


yet y'; x figurant par aiflours d’une façon quelcoï:que. 
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On a lhabitude de les écrire sous la fomme : 
y + P(t)y = Q (x) 
Q (x) cest appelé second membre. 
Ι. Nous étudierons d’abord les équations sans 


2èmo membre. 


SOiL : y + P(&œ)y —9 (4) 
Si y, est solution 
Ja + P () νι = 0. (2) 
Divisons membre à membre les équalions (4) et (2). 
μ᾽ y. 


= CRE. donc y = Cyy - 
t ? 1 

Ya Ua y Ua 

D'une solution particulière on déduit ainsi Pinté- 


gralc générale. Les courbes intégrales se déduiront 


Eig. 35. — Courbes y = Ceax 


de l’une d’entre elles par dilatation des ordonnées 
dans un rapport constant : affinité orthogonale à Ox. 
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Si aucune iniégrale n’est connue, remarquons que 


lPéquatlion est à variables séparées 


du P (x) 4 
= — ta %, 
᾿ ) 
ExXEMPkE y = a 
d 
“5 = qdx 
y 


L |y| = ax + ὃ 
y = Ce (Mg. 35, p. 143). 


I. Æludivons maintenant les équations à 290€ merabre. 
10 y" cos αὶ + y sin ἃ = 1. 
Posons Us = SIN X, Yo = COS ὦ; 
Porlons dans l’équation, Elles devient l’identité 
cos? æ + sin? x = 1. 
Ya = sin x est intégrale parciculière. Cette circons- 
(ance va nous permellre de simplifier l’intégralion. 
Si y, est soluiion de l’équation : 
y + P(x)y = Q () (1) 
on a : Jo + P (&) y = Q (x). (2) 
Sousirayons membre à membre : 
(΄ -- "νὼ + P (ἡ ᾧ — νὼ = 0. (3 
Or μ' -- ὕο csl la dérivée de y — y, Posons) 


y — Yo = τὺ ἢ} = Ye  Ζ. 
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L'équaudun ὦ 5 eus . 
ζ΄ + P(x)z - 0 (4) 
équation sans 2ème membre associée à l'équation (1). 
Son intégrale générale est z = Cz,. 
z, étant une solution pariicutière 

d’où y = ÿo +2 = Yo + Ca. (5) 

L'intégrale générale de l'équation avec 2ème membre 
s’oblient en ajoutant à une unlégrale particulière 
l'intégrale générale de l'équation sans 2èmc ;nembre. 


Dans notre exemple. l’équalion sans 2ème membre 


es : 
υ COS x + ysin x = 0 
uy 
= — lg Tux. 
y 8 


Intégrons Ligi = LIC cos xl 
y = C cos x. 
L'intégrale générale de l’équalion complète est 


y = C cos æ + sin x. 


REMARQUE. — Une deuxième intégrale particulière 
de l'équation (1) est y = μὴ + Οὐ %e (6) 

L'intégrale générale est y = y, + Ca. 

Egalons les valeurs de z, tiréss des équations (δ) 
el (6) 


U = Yo = À (hi — 9ὼ) (2) 
avec Y = Pre Cle. 
AY 
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Si une parallèle variable coupe les courbes ὦ», C, 
C représentatives des fonctions yo th, y en M, M, M, 
l'égalité (7) peut s’écrire 


MM = 1M,M.. 


Le point M divise M, M, dans un rapport constaru. 
On peut donc construire aisément une courbe inté- 
grale quelconque € con- 
naissant deux intégrales 
particulières. Par appli- 
cation du.théorème de 
Thalès on déduil que les 
cordes M, N,, M, N,, 
M N sont concourantes. 


les tangentes en M,, M, 


M limites de ces cordes 


Fig 36. — Courbes intégrales sont aussi concourantes. 
d'une équation linéaire du 
1er ordre. AUTRES EXEMPLES : 


A RTE πούς Ὁ 
F’équalion sans deuxième membre a été étudiée 
précédemment : 
son intégrale générale est y — CG cos x. 
Ne connaissant pas d’intésrale particulière, nous 
allons emnloyer une nouvelle méthode, In méfhode 


de la variation de la constante due à LAGRANGE (1). 


(1) LAGRANGE, malhématicien français d’origine italienne, 


1736-1813. 


# 
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cosæ est une solution particulière de l’équation 
sans deuxième membre. Eerivors la solution générale 
de F’équation complète sous la forme y τὸ C cos x 
où C est une quantité vartable, fonction de x à déter- 
miner. 

y = C cos x 
y = C' cos x — C sin x. 
L’équation s'écrit : 
C' cos x — C sin æ + CG cos tig tr = 1 

ou 2.c0s ὦ = 1 


dx 
COS α 


dC = 


dx 
cos Ἢ 


x \! 
to (5 + γι ἢ + a (voir n° 27) 


ΜΗ ΤΙ 
y = L | te 5 À- É +- a cos « 
29 7 += κε (1) 


L’équalion sans deuxième membre sécrit 
dy 
ἘΞ αὐ — ἋΣ 


1] 
Son intégrale cst 1 O7: πῷ 


D’après la méthode précédente : y’ = C'e-z — Ce—* 
d’où στα = 677; CC = 1. 

Intégrons C=x+k; ἡ = χρττ + ke—z 

Des renseignements utiles peuvent être fournis 
par l'étude directe de l'équation différentielle. 


Dérivons l'équation (1) : y" + y! = — er (2) 
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Le lieu des points d’inflexion s’oblient en faisant L'équation (ὦ) devient après réduction 
y" —0. — Ca=Lzx 
L’équation (2) devient y τῷ — ex, ΤῊ Le 
| ta on Cm es Cafe te 
Substituons dans l’équation (1) : PS T° 
y —= 2e T est l’équation du lieu cherché. Intégrons par parlies 
dx 
u=Lx; d=——. 
82. Equations de Bernoulli (1). 3 
dx 1 
Certaines équations se ramènent directement à De) er US 
des équations linéaires. 40 Tr AL CT 1+Lzr 
ER, PEER RE = a je - RUE 
ὦ > Ὕ ἐπὶ x? 7 + 
XEMPLE : à 2) - ἢ) τπ 51, τ. (1) ἷ 
Divisons par 1° 2 = Ἶ = Cr τῷὸῊ 1. ΓΙ, ἃ + ax 
τῇ Ἕ τὴν re D'une fâçon générale, soil une équation de la forme : 
Ι Ι , 
F " EEE MAG URELR (an 
1 } [A 
Posons L'Enian os LUE aue 17 
y " 


dite équation de Berniutt ὦ, 


4 


L’équation devient 


Divisons paryn. “"- Er B 
1° μον MNT EURE > (4) 
— £a +z—=Lzx (2) : équation linéaire. l y 
Posons πὶ πεν ΞΞ PAR PEU ΠῚ mr 
L’équation sans deuxième membre s'écrit : ἢ στὸ lie ne ÿ 
L'équation devisnt linéaire 
dz dx 
Es L— ἃ = ἢ ] Ἧ, 
“- x [- | + At = DL, 
π᾿, 
Sa solution est z — Cx. 


- τ [ δ. 
Posons = NGT nr = CT EC; “ 


3 Eauations ce Εἰοοδίὶ (1). 


Elles sont ue la forme y" = A (4) "5 + B(x)y + C (x). 
(1) BERNOULL, illustre famiile de mathématiciens suisses 
des xvu° ct xvirre siècles. 


(1) RiccaTI, mathématicien italien (1676-1754) 
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Dans le cas général on ne sait pas les intégrer. 
Si l’on connaît une intégrale particulière y,, le change- 
ment de Variables y = y, + z les ramène à des équa- 
{ions linéaires intégrables. Ces équations se rericon- 
Lrent en particulier dans cerlaines questiens de 
géométrie infinitésimalc. 


84. Equätions de Lagrange. 


Ce dernier Lype d'équations du premier ordre est 
linéaire en x οἵ y. 
AAC EME AU) EN CTP 0. 
ou y = xa(y) + b (y). 


Les isoclines sont les droites : = x a(k) + ὃ (Ὁ. 


Soit à résoudre : 


x +yg =eaVi+y? (+1). 


Nous uliliserons un nouveau procédé : dérivalion 


avec changement de variable. 


Posons {1 τὸ το = D; dy = pdt. 


L'équation devient : 


“E MSIE 
x + py =eaV1+p où py=ea Vi +p— τ. (2 


Différentions : dx -+-ydp + pay — = 


1 —= 


ν1 Ἐρ' 


dp=0 (Ὁ) 
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Remplaçons y οἱ dy eu lonelion de x, dx, p, dp. 


TESTS ἷ e ap | 
dx + [ΞΕ ΝΜ z\ dp + p° dx — 0 - = dp = 0 


D Vi+p 
E Î Μ᾿ 
où de + pr} + -ΞΞ Ἑ.--- = dp=0 ὦ 
DNA 1 τες 
Equation linéai πε 
LUALION InCaire en x Οἱ πἰρ . 


La présence de p et de 1 + p? nous suggère Île 


changement de variable suivan : 


EEE τ τ he n Ε΄ 
ρ--ἰρφ d'où eV1 + pt --εν Hip -- me 
(41 
dp = Ἵ 
cos*p 
L'équation devienc . 
dx | € a cos x dpi) 0 
COS“ | [τ Σὸν τ ὦ Me δ᾽ Da 
Maultiplions par cos? @ : 
x (ἀφ COS? δ 
dt + dot 0! (9) 


7 ANT 
Lg p sin © 
ἥ : RS dx DRE τα 
Cetle équation difflérentichle en gr est linéaire. 
| ἐφ 


L'équalion sans deuxième membre est 
dx d | ἜΝ, 
-- = d’où 2 = C sin φ. 
x LE ῳ 


x = dd sin og + C cos p ἐφ.. 


Remplaçons dans Péqualion (Ὁ) 


va COS" 

dG sn = PERTE sn À 
sin ᾧ 

CG = — ea coté q im 
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εἰ 


Donc: “-- οοἱρῆῖφ do = ἀφ + d cotg +. 
C = εἴα f — coté do = c'alp + cotgæ] + ὃ 
z = Csinp -- εἴα [o sin ® + cos p] + b sin φ 


p IL 
ἢ ga ε΄ afp sin + cos] + bsin 
_ cosp tgp tg p 


y = ε΄ a [sing — φ cos p] — ὃ cos y. 


Les équations paramétriques d’une courbe inté- 
grale sont 


z —e'acos@p - [ε΄ αφ + ὁ] sin p 
4 1 T 
= α cosp -+ [a q + δ] cos [® — = avec 


y = εἴα 5} φ -- {cap + b]coso 
f 


d'=Ee"a 
= a" sin + [ap + b] sin [φ — τὴ] 
\ 2 


Le poiut courant P d’une courbe intégrale se cons- 
truit aisément . 

Le point (α΄ cos p, a’ sin ©) est le point courant du 
cercle (O, a). 

Pour a" -- αἱ (ε΄ — + 1) le rayon fait l’angle ® avec 
Οὐ, la tangente dans le sens des arcs décroissants 


“ 


fait l’angle (e — +) avec Ox. P s’obtient en portant 
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la longueur uw + ὃ sur la tangente en M. Or a est 
la longueur de l’arc de cercle. Les courbes intégrales (C) 


sont donc les développantes du cercle (0, a) (fig. 37). 


Fig. 37 — Développantes de cercle 


Pour à = — a on oblienL {es developpantes symé- 
triques par rapport aux différents diamètres. 

REMARQUE. — Celle résolution est un excellent 
exercice de calcul, mais des remarques géométriques 


peuvent l’abréger. 


Les isoctines sont: æ τ py = eu VE 4 pt 


Vi + np ἃ; 


= EU --------- -- --- .- 


] } — 
οι , D D 


: 1 
Celle qui passe par ie point (x, y) ἃ pour pente SIT 
landis que la courbe intégrale C a pour pente p. 
La tangente à lisocline est donc normale à (C). 
L'enveloppe (E) des isoclines est la développée des 
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courbes (C) : ces courbes sont lès développantes 


de (E). 
Or, dans le cas particulier étudié, la distance de O aux 
| NE NE 
dpoiles + + py = εαὰ V1 + pes 2 = 
VI +p 


L'’enveloppe des isoclines est donc le cercle (O, a). 
Los courbes intégrales sont les développantes de 
ue corcle. 


Cas particulier : EQUATIONS DE CLAIRAUT (1). 
Leur [orme cst y + xy = f (y'). 


4 


Posons y = p. Difiéreniions el réduisons. 


[Γ΄ (») — x) | dp = 0 
19 ἂρ = 0; p — cte. Les isoclines (C) sont courbes 
intégrales. : 
5 = f (pb) 


; \ 
20 καὶ — «= Ὁ. D'où : 
ea PT A2 à ἱ y = Ρ)- ΡΠ (D). 


On vérifie que cette imiégrale singulière cest enve- 
loppe des courbes intégrales (GC). 

D'une façon générale toute enveloppe E de courbes 
intégrales d’une équation difiérentielle du premier 
ordre est intégrale singulière. En eflel ses éléments 
de contact appartiennent aux courbes (ὦ) donc salis- 


font à l'équation différentielle. 


1 
(1) CLATRAUT, mathématicien français, 1713-1765. 


C1 
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89. Conclusion. 


Nous avons Lrailé des exemples correspondant aux 
cas simples d’intégrabililé. Leur connaissance aliège 
les imlégralions car beaucoup d’autres Lypes se raine- 
nent à ceux-ci. En même temps nous avons étudié 
les procédés les plus divers d’inlégration. Nous avons 
pu ainsi constaler ic rôle essentiel Gévolu dans i’intc- 
gralion des équalions différenticHes du 1961 ordre, soit 
aux changements de variable, soil aux transiorma- 
Lions géométriques. Mais k nombre assez élevé de 
Lypes étudiés ne doit pas nous faire vublier que fa 
plupari des équations différentielles ne pouver étre 
intégrées de façon formelle. Scules les méthodes d’inté- 
gration qualitative, plus puissantes, permettent, sans 
résoudre ces équalions, d’étudicr l’allure de lours 


solutions. 


NEUVIÈME LEÇON 


APPLICATIONS DES ÉQUATIONS 
DU PREMIER ORDRE 
86. Exemples géométriques. 
1° Tracer les courbes C telles que, T étant l'intersection 
de la tangente en M avec Ox, P la projection de M sur 
OX, on ait PT = cle (fig. 38). 
D'après la figure 38 : 


ΓΝ =y=TÎTPiga=TPy d'où PT = — <<. 


Fig. 38. 
r Φ . ’ . Ϊ 
L’équation différentielle s’écrit : — ΓΗ = α 
di} dx 
ou = LR 
y a 
DT (τ — xo) 
D'où : υ ες, mm + Vaud: 
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Les courbes inicgrales SenLl des exponcniiekles déri- 
vaut lune de lautre soil par multiplicalion des 
ordonnécs dans un rapport constant (aflinité ortho- 
gonale à Oæ) soit par Lranslalion parallèle à Ox. 

PT cest appelée sous-Langente de C en M. MT tan- 
gente, N étant le pietl de Ia normole, PN est la sous- 
normale, MN la normalc. 

Dans le triangle rectangie MTP : 

2 


ει ΤΟΝ ΞῈΞ { 
MY = PME + PT? — V 2 + LE 


Dans le triangle rectangle TM : 


PT. PN = — PM? = — y 
— U° 


ss U 


" 


ΜΝ = ΚΝ" PME = Vip + νυ". 


donc PN — = + yy 


On vérifie aisément que les cercles centrés sur Ox 
sont des courbes à normale constante. 
20 Abuisser de P la perpendicutaire PH sur ta tan- 
gene MT. Chercher les courbes telles que PI = a. 
PH = y cos &« = ἃ 


4 


Puisque t£g & = y 


1 
- | + ia 5: 1 + y" 
cos? αὶ 
y” 1 


À D'où —- SE -τ-ος-Ξ- = 1 + He 
(4 . (ΟΟδ΄ Οἱ 
+ 
| 
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Z£ 
L’équation à résoudre est : ὅν = 1 Ὁ 3 
Posons : y = sh φ (1) 


1 + sh = ch 


CA 
Il 


is = € (ἢ φ. (2) 


Des égalilés (1) οἱ (2) on tire : 


dy = 5h ὡς 
Ῥ d'où dr = δα ἐφ 


dy = εὰ Sh p dp 


x — à 
E εἰ DE 

T — ἄτῃ ᾿ ( pt Lo) r 

y—=each er tie 0 ch ΤΡ en posant £a = ἃ 


chaînelles d'axes paralèles à Οὐ. () 


Les courbes dériveal l’une &e l'autre par cranslation 
paraltèle à Ox. D'après l'énoncé il étail évident qu’une 
tee translation conservait Ia propriété; ce fait s’est 
traduit dans l’éguation différenlielle par l’absenee 
de x. 


(1) En conservant le paramètre & on (rouve une représen- 
taLion paramétrique des ch'înetles 


| æ— x = da Ltg ES) 
| 


[a | 
Per. 
στ 


APPLICATIONS DES ÉQUATIONS DU {ef ΟΒΌΠπ 159 


87. Problèmes plans de trajectoires orthogonales. 


Soit une famille de courbes (C) telle qu’en τοῦ! 
point d’une certaine région du plan passe une courbe 
et une seule. Elles déterminent un champ d’élément 
de contact: En chaque 
point de la région con- 
sidérons les éléments 
de contact perpendi- 
culaires aux précédents. 
Les lignes de force (ΤΠ 


de ce champ de direc- 


tions ou trajectoires or- 2 ΤᾺ 
thogonales des courbes 

C Σ +, Fig, 39, — Trajectoires 
(OC) sont déterminées orthogonales 


par leurs éléments «Ge 
contact (fig. 39) Elles sont lignes intégrales d’une 
équation du premier ordre, du premier degré en π΄. 
Soil AL ον (1) 
l'équation des courhes (GC), a variant d'une courbe à 
l’autre. 
En chaque point la pente est : 


dt à 
= et ἶσα. (1. 2 
dr DT LCR τ 


En élimisant a entre les équations (1) οἱ (2) on 


oblicnt lPéquation différentielle * 


me, = ἢ (α, 9). 
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Mais le faisceau orthogonal est défini en chagäc 


point par : 
τ — 1 — 1 
en OT Sent Nr 
À RE - 1 
Son équalion différentielle est EF (x, y) = --- —. 


ÿ 
Pour obtenir l'équation différentielle des trajectoires 


orthogonales, il suffit de remplacer dans l'équation 


différentielle des courbes y' par — 5 


EXEMPLES : 1°x = ky? + b  (k constant) 
Ϊ 
paraboles de paramètre TS d’axe parallèle à Ox. 
Le long d’une courbe (C), b cest constant, 
dx = 2ky dy. 
L’équation différentielle des courbes (C) est 
1 = 2kyy'. 
L’équation du faisceau orthogonal est 
2 ky 
a": 


du 
-- 2kdx = — 
y 
| y , RE 
L [τ — — 2 κα; y = Ce—2kx 


Les courbes Γ᾽ sont à sous-langente combante : —-— 
{ne 86). Or la Langente à l'est normale ἃ (C). Les sous- 
normales des parabodes (C)sont doncconsiames ei Cgales 


1 
au paramètre -——. 
Ι ; 2k 
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I\BMARQUE. — Qu démontre de même que les 
courbes à Langente constante (tractrices) sont les trajec- 
ioires orthogonales de cercles de rayon a centrés sur Ox. 

2° Exemple élémentaire. — Soil une famille d’ellipses 
de foyers lixes À et B. La donnée d’un point quel- 
conque M du plan permel d'écrire : MA + MB = 24, 
donc détermine l’elkipse. Par M passe une elkpse (ὦ 
et une seule, sa Langentc D est bissectrice extérieure 


de l’angle AMWÉB. Les trajectoires orthogonales sont 


Fig, 40. — Coniques homofocales. 


donc tangentes en chaque point à la bissectrice inté 
ricure D. Or l’hypcrbole de ioyers À el B passant 
par M est Langente à D : les trajectoires orthogonales 
sont les hyperboles de foyers À et B (fig. 40). Anaky- 


TATON, — Dour continuer [ὁ Caleu intégral, 11 
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-Liquement on vérifie αὐτὸ même équation de la 


3 ᾿ 
forme FILETS “| ἘΣ — 1 = ὁ (( ἐἰδαῦ un paramètre) 


représente à la fois ces eux familles qui ferment un 
faisceau de coniques homolocales, Les faisceaux 
conjugués de cercles sont un auire exemple de ir'a- 
jectoires orthogonales. Des cercles cencentriques 


et leur diamètres communs en sont un cas particulier. 


88. Appisatien à la géométrie cotée. 
En géonrétaæk cotée, un point de l’espace est repré- 
senté par sa projection colée, sa cote élant son altitude 


au-aessus qu plan horizontal de référence. La projec- 


courbes de niveau 


lignes de plus grande pente 
Fig. A1 — Iicprésemalion du voisinage d’un somunet. 
lion cotée des somimels d’un polyèdre donne de cette 


surface une idée assez précise. Mais pour une surface 


quelconque, 1] faudrait représenter un nombre infini 


croissant vers le centre (fig. 
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de poñnis : on ne peul réaliser qu'une sokution 
approchée. On suppose la surface coupée par des 
plans horizontaux équidistants et on représente 
les projections cotées des sections ou courbes de 
niveau. Ce procédé est utilisé en cartographie. en 
particulier dans les cartes d’Etal-major au 10.0006ème, 
Un sommet est représenté 
par des courbes fermées 


s’enveloppant, leur cote 


41). Maæis on représente 
aussi le relief par les lignes 
de pente. Rappelons d«d’a- 
bord que toutes les courbes 
d’une surface en un point 
non singuñkier admettent 


des tangentes situées dans fig. 42. — Projections d’une 
ligne de pente et d’une 
Hgne de niveau. 


un plan : ke plan tangent 
à la surface au point con- 
sidéré. La courbe de niveau est tangente à l’horizon- 
tale MT’; la tangente à la ligne de plus grande pente 
est ΜΊ qui forme avec MT’ un angle droît ayant un 
côté horizontal. Cet angle droil se projette donc 
horizontalement suivant un angle droit (fig. 42). Les 
projections horizontales des lignes de pente sont les 
trajectoires orthogonales des projections des lignes de 


niveau. 
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Soit la surlace Ζ =} (Ὁ, ÿ). Les lignes ac niveau 
se projettent suivaal les courbes 7 (x, y) = a 
d’équation cifférentielte . 

le τ δ΄ l'y = 0. 
L'équation différentielle des projections des lignes 


de penie est donc 


| | 
Fe — 7 fu = 0 ou TT = ---. 
ds n° Ï " 1 l'y 


Les hachures des cartes d’élat-major sont des 
représentations approchées des projections des lignes 
de pente : on trace les courbes de niveau, puis enire 
deux courbes de niveau on trace de petils segmeænis 
de droite à pou près orthoganaux aux deux courbes. 
On fail des hachures plus serrées si les courbes de 
niveau sont plus serrées (rekief plus abrupl}). Il ue 
resie plus qu’à cflacer les courbes cle niveau. La carte 
en hachures pertmel un cxamen plus rapide, mais 
la carie en courbes dc niveau se prête nieux à une 


érudce détaille 


39. Applications diverses. 

19 L'élue phuicgrephique des déformations 
élastiques d’un solite (phoioélaslicimétric) fournit 
un exemple de trajectoires orchogonales. Des 
lorces agissant sur un sohHde le déforment οἱ 
créent pour chague direction, en chaque point 


du solide, des Lensions iniernes où conefulintes. 
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(a montre lexistence en chaque point de deux 


directions orthogonales de contrainte maximum ct 
de contraitie minimim. Les lignes de force de 


ecs champs de directions sont déterminées par 


NS ER Ν ὶ 
ς 
NS SNS ς S 3 


NS SSÈ à 
NS 
NIK 


Etude du travail au tour. 
Lignes isasloliques = lignes de lorees 
΄ de οὐ ἐν μέρ. 


Fig. 48. 


leurs isoclines qu'un procédé optique faft  appas 
raîire (Πρ. 43). 

20 Le travail élémentaire d’une fufréé LE qui se 
déplace de αἱ est F dl cos α (a antle de la loréee ét tlu 
déplacement). Soit ἢ champ plat dé vecteurs-furtce, 
si un point matériel se déplaée suivant une ligne de 
force (cos α = 1) le travail est maximum. Si au con- 
{raire il se déplace suivant une trajecloire orthogonale 


TL de lignes de force, chaque déplacement élémentaire 


- 
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est perpenuiculairc à la force, le iravait est nus: dT = 0. 
Dans le cas où la force dérive d’une fonction de lorces, 
le long d’une ligne E : dE = dV -- 0, ja fonction de 
forces cest consiante. Ces lignes, lrajecivoires oritho- 
gonales des lignes de ‘force, sont lignes de niveau de 
la fonction de forces. Si la force est centrale (point O 
atiracüf ou répulsif), les lignes de force sont les 
droites passant par O, les lignes de niveau sont les 
cercles centrés en ©. 

39 La notion de trajectoires orthogonalcs s’étend 
aux courbes iracées sur une surface ; exemple : 
lignes de peme οἱ lignes de uiveau. Elle se géncralise 
aux champs de vecteurs de l’espace : on üéfinit les 
hgnes de force de ce champ et les surfaces orthogonales 
à ces lignes de force. Mais leur recherche conduit à des 


équations aux dérivées parlichHes. 


90. Application des équations du 1 ordre à l'électricité. 


Rappelons qu'un courant continu circulant aans 
un circuit de résistance KR sous l’effel d’une force 
électromolrice ou tension E ἃ son intensité donnée 
par la loi d’Ohm : E = ik. 

En régime variable, la force cicctromotirice de selt- 


induction s’inlroduitet la loi d’Ohin généralisée s’écril : 


(1) Ne pas conlondre le cocfficient de self L avec le symbole 
des logarithunes népérieu 
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19 Suppression de ia f. e. Im. 12 aux bornes d’un cir- 


με 
“ἃ 
4 


cuit, — A l'instant initial & — ΕΣ En supprimant 


la f.e.m., le courant ne dèsparaîl pas immédiatement 
mais décroil jusqu’à l’équilibre final à = 0. Pendant 
cette période transiloire, il est régi par la loi d’Ohm 


génératisée où 1 — 0. 


di di ΒΗ... 
Cette ὁ δὶ st linéai ΕΠ: τὶ 
clie équatbiemes!t linéaire : ΡΣ dt. 
L R 
La solution est ἤν [::- -- τὶ 
0 4 
" [ μ 
+ ἐς | _— ! 
Im lt L = Ἔ HQE 


Le courant Lend exponenticHement vers GO. Il 


: lo 
alteimt la valeur 7, pour 


EE ] 
᾿. 


l'où ie LE 
49 ΠΝ πύπι- : Leg x L2 


L 
Ge Lemps est proportionnel à Τ (constante de temps 


dau cCcui désignée: par τ ἢ. 


Donc limtensité après suppression de la f.e.m. est 
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20 Élablissemuciu du couru οὐ : 
0 2e ile, "EX 
Ἂν = ul r 
La loi d’Ohm s'écri L 4 + Ri = ΕΒ. 
Equalion linéaire à deuxième membre. 


fermeture 


ouverture 
du ciredit 


du cereuit 


lfg. 44. 


PRET E di 
La solulion particukère 4 — — = = 0 
R dt 
apparaili imméuia'ement. 
L'intégralc générale de l’équation sans deuxième 


---- 


niembre est à τὸ CE +. 


L'intégrale générale de léqualion conplèle est 


E RAS 

1 = ΠῚ + Ce τ, 
P t=0 τς +C—=0: Ὁ Ε 
our Ξξ ἢ; 1=—- ΞΘ; C=— — 
Ἀ R 


i = _ το ξη (fig. 44). 


Ce régime de courant est dil porcé paï Opposition au 
régune libre où aucune Le.m. cxiérioure n'agii dans 


le circuit. Nous voyons que le régime U'ansiboiie 
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d'établissement du courant est oblenu par superpo- 
siion physique du régime libre (équation sans 
dçuxième membre) et du régime permanent (régime 
E 

ny 

3° Elablissement du courant atllernatif. La f. e.m. 


liiniiec ὁ = 


débitée par le secleur est cn général sinusoïtale 
e = Εἰ sin ot. 
La loi d’Ohim s'écrit : 
di Ἂν SA 
LE + Εἰ = Καὶ sin ot. 
dl 
Le régime libre est idencique au précédent, Nous 
sombies lentés Ge chercher une intégrale particulicre 


de là orme à = À cos ot +- B sin ωἱ. 


di 
d’ou TE = — AG tin ot + Bo cos ot 
di, 
L ἫΣ ἜΑ, = + (Bol + AR) cos w1 


+ (BR — A w 1) sin ωἱ 
celte quantilé devant êire icenlique à L sin œt 
Bol + AR = 0 
| BR — Awl = E. 
Ce systéme de deux équaiions du 19° degré à deux 


diconnues 56 résout aisément 


R 
EEE ΞΕ ΘΩ͂ 
ἽΝ o L 
À RS ΤΉ ΣΙ 
E 


d’où 1, — [X sin wo! ω L cos wfl 


12 L° de κι" 
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a L π 
Posons Le o -- — - 0 « — 
g P ΠῚ or: 0κῳφ- 2 
1 ΕΗ 
COS p -- 


ν TE te? τι Var: + ΒΞ 
p 


Ι, 
sin o = V1 — σοδδῳ = — x 


Ve? ΤΡ ΞΟ 


EF | 
LE γν ω 1° + pe [sin ω cos @ — sin p cos ὡ] 


[2 sin (@/ — φ) 


Verre 


Ce courant permanent à, a même période que la 


f.e.m.. sa phase retarde de o sur In phase de la fem. 
- 

Si la self est mike tg p = 0, φ = 0, & = ΓΝ ct 

Vo? 13 + R? remplace la résistance R : c’est l’im- 

pédance du circuit, cite augmente quand le courant 

acquiert une plus grande fréquence. À ce régime défi- 

nitif se superpose le régime το. En fatsant À, — 0, 


on obtient finalement 


ἣ ! Ἴ 
1 — Ἤτοι, ER 2 [sin (ot φὴ + € τ sin pl. 
V ΟΣ, + R° 
La courbe du courant (fig. 45) s’obHient en ajoutant 
les ordonnées de la sinusoïde de régime permanent 
et de lexponentielle de régime libre. [influence du 
régime transitoire dépend de la constante de temps 


et de ὦ. Au bout de quelques périodes, elle est 
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négliscable. Rappelons pour le iecitcur qui ἃ déjà 
étudié lélectricité que dans intensité permanente 

L, == À Sin @! | B cos w! 
seul le premier lerme en concordance de phase 
= regime permanent 


“τῖςς ——-régime libre 
PATES 
.---...ἕ "ὀγήπη délablissement 


A en © mt © 


- 
_—_.” 


Fig. 45. — Ktablissement du courant alternatil. 


avec la ἢν... produil de La puissance (courant watlé), 


le cewxième terme est appelé courant déwatlé. 


91. Autres applications @as équations qu premier 
orexe. 

Les équations différentielles fincaires du premier 
ordre à coeilicignts cousiamts se rencontrent dans 
l’'étuce de nombreux problèmes. La solulion générale 
de l’équalion sans deuxième membre est une famille 
de fonctions cxponentiekes. Toutes les 1ois que la 
dérivée d’une fonction c’est-à-dire son cocflicient 
de Variation [ui est proportionnelle, La fonction est 
une exponentielle. Voëci quelques cxeniples. 
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1° Décomposilion des corps radioactifs. — Un corps 
radioactif se décompose progressivement. Pendant 
un court imlervatle de temps αὐ, le nombre d’atomes 
qui se détruisent dn est proportionnel au nombre d’a- 


tomes existant πὶ (ἢ 
an 


+ dn = — kndt; RUE — Καΐϊ, π τ ποτ Κι 

La constante & est d’autant plus grantie que ke corps 
se décompose rapidement. La décomposition presque 
complète peut durer de quelques minutes (émanation 
du thorium) à des mifliards d’années (thorium). 
I cxisie des décompositions à deux échelons : un 
premier corps se décomposant en un deuxième qui lui- 
même se décompose en un troisième. La mise en équa- 
tion et la résolution sont analogues aux précédentes 
quoique un peu plus compliquées. 

20 Cinétique chimique. — Les réactions chimiques 
ne sont pas toutes instantanées. Etudions le cas le 
plus simple de réaction lente. Dans une même sohtion 
sont deux corps pouvant réagir l’un sur l’autre, molc- 
cule pour molécule, pour en former un troisième qui 
disparaît (précipite ou s’évapore). La réaction n’a lieu 
que dans un scus. Supposons que le dcuxième corps 
existant en grande quantité, sa concentralion 50 ἢ 
pratiquement invariable. A tout inslant une molécule 
du premier corps ἃ autant de chances de rencontrer 
une molécule du deuxième corps οἱ de réagir sur elle. 
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Le nombre de molécules réagissant à chaque instant 
sera proportionnel au nombre n, de molécules du 


premier corps existant à ce moment : dn, = — kn, di, 


‘donc nm = Ge-ki, 


Si un corps réagil sur plusieurs aulres quise trouvent 


en excés, le résultat est identique, la concentration 


‘du premier corps important seule. On mettrait de 


même en équation la réaction de deux corps en faible 
concentration. 

Gette étude se généralise à d’autres réactions, elle 
permet en particulier de démontrer la koi d'action de 
masses. 

39 Biologie. — Des recherches récentes ont moniré 
qu’approximalivement certains phénomèncs büiolo- 
giques sont régis par des équations différentielles. 
Citons corfime excimples la ponte annuekle d’une 
poule, Le développement d’une espèce animale 
isolée, le développement simullamé de plusieurs espèces 
vivant ensemble dans un tuikieu limité. Le problème 
qui est assez simple dans le cas d’ure espèce οἱ de 
son parasite a conduit à la vérificalion de ces hypo- 
thèses un peu harties (prablème des soles et des 


requins de l’Aüriatique). 


DIXIÈME LEÇON 


EQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 
DU DEUXIÈME ORDRE 


92. Généralités. 


Les équations du 2e ordre se remcontrent clans 
‘l'étude des questions où interviennent les dérivées 


secondes. Le rayon de courbure en un poiut d’une 


[y 
τ. sa donnée en chaque 
ΜΕ +y)s 
.point d’une courbe en fonction de l'arc (équation 


ἡ 


courbe plane est R — 


intrinsèque) conduit à une équation du 2ème ordre. 
Les accéléralions interviennent fréquemment en 
cinémalique el dynamique. Les équations du 2ème 
‘ordre y joucrent un rôdc essentiel. 


GS. Equations qui se simylihient. 
Soit : 1 RU STE TE 
Utilisons le fait quezn’intervieni pas explicitement 


PO A PA 


πὰ u——— — 


de dy 0 du M Fu 


tt 
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L'équation s’éerit 1 + y"? = où be 
ayy dy 
ay dy 
ou Ξ He πον, 
L+y 1} 
y a 
Γ-Σ + y" 
Ê > LA + y") 
à | υ Î a 
{ΕΞ ιλί (1 {π| 2) Σ 
in » 
y = Kya —1. 
ἱ j ; d + di 
L’équalion est à variables séparées ποτα, te dx. 
2 
Ky a —1 


Iclle ne s'intègre que pour quelques valeurs particu- 
lières de a. 

La forme plus parliculière y’! - } (y) se rencontre 
en mécanique dans l’étude du mouvement d’un point 
matériel mobile sur une courbe, soumis à une force 


ne dépendant que de sa position. 


τ δε τς ΣΡ 
Puisque y" = 1 HT l'équation s'écrit 
y dy = } (y) dy 
d’où : y = 2 f { (y) dy. 
L’équation est ramcenée au 151 ordre. 
En mécanique, dans l’étude du théorème des forces 


vives, on ulilise un procédé analogue. 


Soit : μ΄ = (y) d'où y'y" = 1 (U) Γ΄. 


da 


- ΜΠ (y) dy τ @ 


Intégrons 


4 
= 


J'y" = ΞῈ  yy' 
ἡ --ἰ τ; 
La quadralure est d’un type classique. Le résultat 
dépend du signe de C οἱ du signe €. 
Autre exemple : y n’iniervient pas cxphcitement 


RASE 1 ΣΕ ΦΑΣ ΞΟΙΟ ͵ 
zy"' = € Vi + FA y’! Fan ΩΝ 


= 6er LiCæxl=L |y+e vi +" 


Résolvons en y”: y" — rare 


Lx 1 


Intégrons: y—= 


176 POUR CONTINUER LE CALÇGUL INTÉGRAL 
ἡ Ὁ 


axe et soumis ἃ unc force ne dépendant qhe de Ja 


position : il y a deux quadralures successives à effec- 


Les équalions du type plus particulier y" = (x) 
régissent le mouvement d’un point mobile sur un 


tuer. Le cas de la chute des corps a été étuctié Gatcul 


uuégral (n° 164-160). | 
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REMARQUE. — Dans les excmples étudiés, l’inté-- 
gralc générale dépendait de deux constantes arbi- 
traires. On démontre que Loute équation du 2m€ ordre 
admel une solution générale dépendant de deux cons- 


tanles arbitraires. 


94. Equations linéaires. 


Une équalion d’ordre n est dite linéaire si elle est 
du 191 degré par rapport à y, Μ΄... yUt quelle que soit 
la façon dont x y figure. Ce. caractère lui confère des 
propriélés importantes, généralisations des propriétés 
des équations linéaires du 1° ordre. On écrit en général 
ces équalions en groupant dans le 19° membre les 
termes en y, y',.. y οἱ dans le 2ème membre les termes 
ne dépendant que de x. Si le 2me membre n’est pas 
identique à 0, l’équalion est dite à 28 rnembre, sinon 
l'équation est dite homogène ou sans 2èmC rnembre. Le 
lecteur devra reconnaîlre immédiaiement les équalions 
avec ou sans 2me membre qui ne sont pas écrites 


sous la forme ordinaire. 


LXEMPLES : 2 y" = 2 ὰμ + (x + 1) y csl une équa- 
lion sans 2èmC 1noembre. 
y" A (4) + y'Ao (x) + y As (€) + A4 (x) = 0 cest une 
équation avec 2€ membre. 

Le 2ème membre esi — A, (x). 


LATON. — με continuer iv (σα! intégral. 12 


F 
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95. Propriétés des sotutions. 


19 Si y, ct y, sont solutions d’une équation linéaire 

homogène 
Va = ἃ Va + Co Y, est également solution. 
Vérifions-le pour une équation du 2ème ordre. 

Soil Ὁ (7) Ξε α (τὴ η" +b(t) y +ce(x) y =0 
D (y) représente le 1°" membre en abrégé. 

1) (γα Ἐς Οὐ Ξ τα 11ὺ ἢ με ΠΡῸς δ᾽ (Ou 
= €, D:Gn) + GG D (D) = 0. 

Toute combinaison linéaire de solutions est solution. 
Les équations linéaires sont les seules équations diffé- 
renlielles possédant cette propriété. 

20 Nous dirons que 171. 1, Ya, Sont des solutions linéat- 
rement indépendantes s’il n’existe pas de coefficients 
Ci Co. Ca tels que Οἱ γι + Co Do + Cia = 0. 


EXEMPLES : a), — Ἰ. πε. 1. = ἃ 
sont des expressions linéairement indépendantes 
car Ξ + b + ex n’est identique à 0 que si 
a=0 = b = 0: 


δὴ Deux solutions sont indépendantes si leur rapport 


n'est pas consfant, 


C, ei, C, ekix sont des expressions indépendantes δὲ. 


LU 
k, 7 k, car leur rapport τ εἴκει τ υ) αι n’est pas cons- 


tant, 
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Ce lail negalil est pariois aiflicile a ucmontrer. 
On montre qu'une équalion lineaire du n°mt ordre ne 
peul admetire plus de δ intégrales lincaireimcnt indé- 
pendantes. Sa solution générale dépendant de x para- 
nrcires, le lecicur aumictira aisément que sa résolution 


est ramcnce à ia recherche de n intégrales liuéairement 


\ 


indépendantes. 


EXEMPLE : y' + y =0 
Yi = COS AT; I} = Sin ΟΣ 
sont des solulions car 
(cos ax)" = — οὐ cos ὡς; (sin ἀκ)" = — αἱ sin ar. 
Ces solutions sont linéairement indépendantes car 
C cos ax + GC, sin ax n’est identique à Ὁ que si 
(, = Ce = 0. La solution générale esl 
y = À cos ax + B sin ax. 
11 est souvent commode de la mettre sous une autre 
forme. Posons 


13 
| À = οὐδῷ Ver (1) 
\ d'ou à 
; B = C sin ᾧ (, = τοῦ (2) 


Quels que soicul À οἱ B la relalion (1) détermine 
deux angles @ enire ὁ οἱ 2 π. Nous choisirons l’une de 
ces délerniinations. La relation (2) permel alors de 
calculer C. On peut écrire 

y = ὦ ὁὺ5 ax (05 @ + C sin ax sin p 


= C cos (ux — φΦ) —= À. cos ax + B sin ax. 
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Dans ces deux formes, on Louve deux conseantes 
arbilraires soit A et B, soit C οἱ φ. y admet la période 
T teHe que al = 27 ou EL = . ee est imposée 
par l’équaiion diférenticlle. Les deux constantes 
sont au contraire déterminées par les conditions 


initiales : valeurs initiales de y et y’. 


ι Yo = C cos p = A 
(y = — aCsinp = — B. 


39 Fqualions avec 28m mmernbre. Soit 
a (x) y" + δία υ' + c (x) y = d (ἡ. 
Si Y1 est solulion 
AL) 5 + D (4) Μ΄, -Ἑ ct) y = d (x). 
Soustrayons membre à membre 
a (x) ("ν΄ -- ν΄) + ὃ (α) (Ψ' — y") + € (x) (y — y) = 0. 


Posons y μ = Z OÙ ἡ = ἢ, + 2. 
a (x) 2%. Æ b (A) τ΄ EC) 70: 


z est la solulion générale de l'équation sans 
deuxième membre. 

La solution générale de l’équalion complète est 
égale à une solution particulière augmentée de la 
solution générale de l'équation sans deuxième 


membre. 


ÉQUATIONS DIFFÉRENTTELLES DU 2ème orprr 


05. Equations linéaires du 2îme ordre à coecefficien:5 


constants. 


Nous nous attacherons à l'étude de ces équations 
fréquemment rencontrées en physique. Soit à τόβοιτ ΤῸ 


δ 


Qu + by! +- an = 0. (1) 


Par analogie avec l’équation du 1° ordre, nous 
chercherons s'il existe des solutions cxponenticiles 


de Ja forme ckr. 
Si y = οἶα y = kekx, y" = kâekz, 


En remplacant dans l’équation (2) nous obtenons 
ekx (ak? + bk + c) = 0 
ek&x Glant positif, pour que cette identité soir vérifiée, 
il) faut et il suffi que 
TE ΥΪἱς Ἔα Ξῷ 0; 

Celte équation obtenue, en rem'laçant dans l’équa- 
tion différentielle y’, y', y respectivement par Ze, k, 1 
est dite équation caractéristique de l'équation diffé- 
rentielle. Elle est du 2me degré : 

Trois cas son! à disfinguer : 

a) L'équation caractéristique admel deux racines. — 
Soil par exemple : 

y —3y +2y = 0 
l'équation caractérislique est 
ΚΖ — 81. + 2 = 0. 
Le discriminant est 9 -- 8 == 1, nombre positif. 


-.---Θ ... .. 


ἣ --- Ὑσακπεπι- 
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L'equauvn λον 1es ueux raçines 1 et 2. L’équa- 
tion aiflérenticile aumel donc iles eux soiuiions 


μι = €, y, = 6% linéairement indépendantes. L’inté- 


grale générale est 


y = Act + Be“ - ἃ (er + Cet). 
En changeant À, les oruonnées de la courbe repré- 
seniative sont multipliées par une consiante. Pour 


étudier la forme, nous pouvons nous borner à faire 


A = 1 y = ef (1 + Ce). 
a) ἃ» 0. y produit de deux fonctions croissantes est 
croissant. 
Pour Zz=—@; y =Ù. Pourr= +; y = +. 


DCE (ὦ Nous devons étudicr ic signe de la dérivée 
y = et + 2 Ce = ex (1 + 2 Ces). 
[10 est du sigue de z - L “+ 2Cex, 
z CSL égal à 1 pour à= — « puis décrofl jusqu’à — oo 
ρου Æ = + ©. 


z S’ahnule pour une valeur et une seule telle que 


1 
= — ποτ ΟἹ] Lo = — L (— 20). 


2 Cr 
La fonction croit à partir de Ὁ passe par un maximum 
2 1 Lx 1 1 
Cgalà μο.ΞΞ εἰ HE (μευ ας... --Ξῷοὁ οτος —— 
2 C 4 CE 4 C 


pour à = — L(— 20). 

La fonciion décroîit ensuile, s’annulant pour 
ὅλ τα —L(—C) et tendant vers —@ pour αν +, 
(6. 46). 


Ι 
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Dans les deux cas, pour x négatif, k courbe est 


asymptote ἃ l’axe des x, pour x positif elle admet, 

y COTE OE 

une branche infinie parabokique car — = ----------- 
x 


x 


+ -- ΧΑ, -!- CeT) lend 
vers - οὐ suivant le 
signe de OC quand 
τα Ὁ Ὁ 

Ὁ) L'équation carac- 
téristique admet une 
racine double. — Sol 

y 2er ue ἢ 

L'équatton caractéristique est 

kK + 2k + 1 = 0. 
La racine double est Κα — — 1. 
M = et est mtégrale parliculière. 


Vérifions que ἢ. = τῦι τὸ ze? est mme autre inté- 
srale particutière : 
μ΄. -ε ο΄ Υ(Ἱ --- αὐ; η΄. ΞΕ ---ἰ --- 1 -ἰα] οστὰ = e-2(x—2) 
go + QU'o + Ho 6 τ1χ-- -Ἐ---.208 +x]= ex xX0—0. 
χοῦ cest linéairement mäépendant de e—x. La solution 
générale est : y = ex (ax + δ). 
fonction qui s’étudicra aisément à l’aide de la dérivée. 
c) L'équalion caractéristique n’a pas de racines. — 
C’est le cas le plus délicat. Nous en avons étudié un 
exemple : y" + y = 0 
(équation caractéristique Κ᾽ + a = 0). 
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Nous en connaissons l’inlégrale générale, 1] est 


commode de ramencr par un changement de variables 


l'étude du cas général à ce cas particulier, 
Posons y = ζεῖ. μ' = (2 + kz) εἰς 
y" = (2" + 2kz + lès) εἰ 
ay'"+ by" +cy=1|az" +(2ak + b)z' (ak? -+ bk +c)z[eKT =0. 
En Givisant par eXt, nous obicnons unc équalion 
du 2ème ordre en z. Nous pouvons choisir k de façon 


à annuler le coefficient de 7. 
b 
2ak + b= Ὁ): mm ---- — , 
ἥ 2 24 
L’'équation devient 
ai" + (ak? + bk + e)2z = ag + ————— 3 = 0, 


ἦν ac ---- ἐδ ΐ 
ou δ À 
ἜΣ 


L’équation caractéristique n’ayant pas de racines, 
À 


son discriminant est négatif. Posons 4 ac --- ὑ = (db. 
+ 2 0 
ν --- 1 = 
4 α 


L équation esl du Lype particuker étudié. 


δ dl 
z=Cosi— δὲ : 
+ À ? 


LAPS d 
π-- ρ΄ 9 C cos | — ἃ — 
{ a COS (-Ξ ὩΣ 9) 


Traitons un exemple de ce caicul un peu comphuus: 
Soit υ͵ἱ +2u" + 3y m0, 
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L'equation caractésislique Z? + 2k + 3 = 0 ia 
pas de pPaicines. Posons y = zx. 
L’équation devient 
2 + (2k + 2) 7 + (κὐ + 2k + 3)z = 0. 
Prenons tt 2% +2 = 0, οἱ καὶ -Ξ ---Ἰ, 
L'IFPO ONEAT ee (V2} z = Ὁ l'intégrale générale est 
z — A ces (V2 x-_o) 
y Ξ AeTx cos (V2 x — p} est J’inlégrale générale de 


l'équation propesée. 


97. Etude des courbes intégrales. 


Posons zx — + SE V2x — 9 — V2 X. 
y = A εὐπτοξ COS (V2 x) Ξε Ven eos (V2 X)}: 


Le changement de zx en X revient à une translation 
le long de l’axe des x, le changement de y en 


Ve 6 ΣΧ cos (V2 X4) revient à une multiplication des 
" 


; ee 
ordonnées par le nembre constant 


. 


d’éludier la forme ὁ fa courbe y — e—% cos (V2 x). 


. Hi suftil donc 


La courbe z = cos (V22) esl unc sinusoïde, la 
courbe (C) y — ξε΄ ἢ s’en déduit par une multipk- 
cation des ordonnées par le nombre variable e—%. 

Pour V2z=2k7 cos (V2x) = +1; ÿy= es 

V2x=(2k+1)x; cos (ν᾽ 2.) -----1; μ "πι----τ 5, 


Pour les autres valeurs de x, [y] <e—*, 


è 
ἡ 
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HNJonc la courbe C est comprise ewbre Les deux courbes 
y -- Ler* qu’elle touche akternativement aux points 


KT 
Leds que x = —=- 


ν᾽ 2 

y S’aumele quand cos (ν 2 x) s’annule, donc pour 
2 (2k + 1)}7x 

CE RE —— 

V2? 2 Ve 


ς : λα 
y ἃ toujours ke signe de cos (y 2 &) «donc change de 


Signe à chaque racine. 


= —e7* (cos (/ 2 4) -ἰ- ν 2 ἜΑ x)) 


La dérivée y’ 


Fig. 47. — Sinusoïde amortie. 


= — 67 COS (V2 x) (: FL V2 9 (V22x)) ne s’annule 
pas pour cos (ν x) = 0 (voir 1ère forme de La dérivée) 


donc admet les seules racines 


+ V2 te (V2x) = 0: tu (V2 x) = 


- 
ΚΞ" 
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-..͵--Ξ 


La courhe obtenue (fig. 47) est formée d’une 
suite d’arches alternativement de part et d’autre 
de Ox, chaque arche s’oblenant à partir de la 


précédemte par réduction des ordonnées dans le 


ΤῸ 
rapport constant — e Vo. Posons ἢ) — f (æ). 
TC 
f{a ++) A τς QU NE Rosa V2 +: x) 
V2 } 
= —€ VS ea cos (2 a) = — e Vof (οὗ. 


Cette fonction οἱ ka courbe représentative (sinusoïde 
amorbie) jouent un rôle important dans de nombreuses 


questions de physique. Nous en verrons plisients 


applications dans Ia leçon simivante. 


98. Autres équations linéaires homogènes. 


Soil à intégrer 28 y" + αῃ' — y = 0. 

Les cocfficients de μ΄, y’, y élant des monômes en zx, 
nous chercherons des solutions particulières de même 
forme. 

Soit ya: μ᾿ τε mani: y" = ηχ (Πὶ-- 1) αἴ τοὶ 

y" Ὁ αὐ — y = 2" [m (πὶ —1) + m—1] 
= gx" [n° [] = ἡ. 


D'où nË— 1 τὸ ; m—= ΞΕ 1. 
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Nous trouvons ainsi les solutions particulières 


1 
ΠΠ| ΞΘ α Σ᾽ Dot πε linéairement indépendantes. 
L'intégrale générale est y = AT + ἀπ 


REMARQUE. — Si l’on connaît une solution 
parliculière d’une équation linéaire homogène du 
2ème ordre, en posant y — 71, z, on est ramené à une 


équation Finéaïre du 197 ordre en Ζ΄. 


99. Equations avec deuxième membre. 


a) Si Pon connaît ἀπὸ solulion particulière y,, on 
cherchera l'intégrale générale de l'équation sans 
2èm8 membre : z -ῷ Cozg + Ca 

y = Yi + Cote Ὁ τος 
b) Si l’on connaîl une solu/ion particulière 7, de 


équation sans deuxième membre, on pose y = uz,, 


ι΄ est donné par une équation linéaire du 127 ordre. 


€) Si l’on conraî! deux solrfions part'culières de 
l'équation sans deuxième membre : z;, ct %, on pose 
y = ὦ πὰ + Co 29 (ὦ οὐ Ce n'étant plus des constantes). 
Nous ne développerons pas cette méthode, généralisa- 
lion de la méthode de Lagrange étudiée pour le 1er 
ordre. 

Dans le cas des équations à cocflicients constants, 
on cherchera plutôt une intégrale pariiculière de 
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l’équalion complète. Si le deuxieme membre est un 
polynôme, on cherchera unc soluiion particulière 


polynôme, le degré de ce dernier étant au plus supé- 


rieur de deux au degré du deuxième membre. Si le 


deuxième membre Οἵ une exponentielle de la forme 
aekt on cherchera une intégrale de la forme bekt sauf 
si k est racine de l’équation caractéristique. Dans ce 
cas, on fera le changement de variables y — zekx, 

Si le deuxième membre est une fonclion trigono- 
métrique À COS (ἃ x — αὐ on trouvera cn général une 
solution analogue de la forme B cos (α ἃ — δ). Si 
le deuxième membre est de la forme /, + f; + fs, on 
obtiendra une iniégrale parüculière en adcitionnant 


des iatégrales particuhères relatives à 1, fo fa. 


REMARQUE. -— Soicnt plusieurs fonctions dépendant 
d’une même variable ct leurs dérivées jusqu’à l’ordre πὶ 
‘Un système différentiel est un système d'équations 
différentielles entre ces fonctions et la variable indé- 
pendante. Cette notion généralise celle d’équation 
différentielle. 


ONZIÈME LEÇON 


APPLICATIONS DES ÉQUATIONS 
DU DEUXIÈME ORDRE 


En mécanique, eu électricité, on rencontre de nom- 
breuses équations différentielles du acuxième ordre 
a coefficients constants, Nous allons en étudier quel- 


ques exemples. 


100. Eiude Gu mouvement qu perkiule, 


Bornous-nous at pundule [orme αὐτὰ point matériel 
suspendu par un fil à un ἀχὸ autour duquel il pe 
osciller. Le cas du solide de forme quelconque oscillant 
aurcour d’un ἀχὸ se l'aihonc à ce cas pafbiculier. Soient 
O la irace de l'axe, ΘᾺ La verticale descendante, AM le 
point pesant qui Se déplace sur ic cercle de centre ©, 
de rayon égal-à La longueur bu fil et soit ἃ — (OÀ, OM). 
M est suuitnis à Son pois Ing, que Fon peui décomposer 
en deux forces : μὲ cos à suivant OM οὐ μι Sin ὦ 
suivait la laugehée au ceroic (ὦ (kg. 18). Celle ornièse 
Jotee οδὲ seule acive, la première ébanl annulée 


LPaT la δώρων Qu 1. Suit v La vitesse ὡς M 
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sur Le cercie GC, s La longueur de l'arc AM vorienté 


comme l'angle α. 


=, 


s = AM = ia 
TRUE Most as dx 
a Vitesse de-M cest 0 — DEL 10 
L’accélération tangentiedle est + = {πεν - (Pour 


comprendre la mécanique). 
L’équucion générale de la uyhamique / = my 5 δ: 
# 
0 


\ 
14 ( 


Fig. 48 — Pendule simpte. 


| dx ἢ) 
mgsinma=—tmMl où sing = — τὰ 
dl ἰ ΡΝ 
L'existence du signe — s’expHique par Le fait que 


si αἱ est posilil, Faccélération Lend à le diminuer, 
donc est négalive. 
Multiplions léquation différentielle par — 4æ 
y da , 


— -- 91) d = στ — dE. 
’ α UX di œ 
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dx \* ef 
Or (+) a-pour différentielle 


dl 
x AAC da ARC 
rt οὶ κα 
Imtégrons 

GR 

ee UM a 3 — τ (cos ἃ + a). 
dœ ‘nc 
PRE ee os 249 di. 
Vcos α + a l 


On ne peut cffeciuer celle quadraiure de façon 
élémentaire : on doit faire intervenir les fonciions 
chiptiques ou chercher un développement en série. 
Nous ne poursuivrons pas dans celtevoie. Nous nous 
bornerons ὃ l'étude des oscillations très petites pour 
lesquelles on peut remplacer sin αὐ par & (exprimé 
en radians). 


: : d'a 9 
L'équalion devienl alors nm TTre— 0. 
Î 


Son intégrale générale est 


PAR 
a = (cos ιν #1 + p] (n° 95-20), 


L’'oscilation est sinusoïdale 


— 
ge [4 Δ] ΓῚ ἰ 
Er: l'=2r\/—. 
ί g 


| Pour les oscillations plus grandes, on trouve un 
mouvement oscillatoire de période 


| T = 2 Jet αϑ 
— AT 4 16 + . 


|| a désignant la valeur maximum de α. 
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101. Exemples analogues. 


On montie qu’un petit aimant placé dans un champ 
magnétique oscille, son mouvement étant régi 
par l’équation différenticile. 

10 + ME sin 6 = 0 
{1 — moment d'inertie de l’aiïmant aulour de l'axe, 
M — moment magnélique de Paimant, H = champ 
magnétique). 

Ce mouvement est Gonc pendulaire, ies petliles 


oscillations régies par 10° + MH 0 = 0 sont sinusoi- 


MEI 


Une aiguille mobile autour d’un axe, rappelée à 58 


/ 
dales de période 27 VI 


position d’Cquilibre par un ressort à aclion propor- 
Lionnele à l’angle d’écart a son mouvement réglé par 
Péquation différentielle 18° + C0 = 0 
(1 = moment d'inertie, C — couple de rappel). 
La période est : 


D'une façon générale, l’équation αὐ + & x —= 0 
règle les oscillalions propres d’un système initialement 
en équilibre stable, qui, après un premier ébranlement, 
est abandonné à lui-même sans freinage du milicu. 
La variable oscillante peut être de nature géométrique, 
mécanique, électrique, ete... 


TATON. — l’our continuer le Calcul intéyriu. 13 


Ἷ 
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102. infiuence du ireinase. 


Mais en réalité un cerlain freinage intervient 
toujours. Si l’amortissement est très faible on devine 
que le mouvement sera presque sinusoïdal. Sinon, 
ses apparences peuxront varier : 

EXEMPLES DIVERS : 

19 Soil un syslème mobile autour d’un aœe avec 
ressort de rappel (exemple : galvanomètre à cadre 
mobile non relié à une source de courant). En frotte- 
ment appréciable propertionnel à la vitesse 7θ' 
intervient très souvent. L’équation devient : 

[θ΄ +8 + CO = 0. (1) 

29 Prenons maintenanc un exemple électrique : la 
décharge d’un condeusateur dans un circuit renfermant 


condensateur résistance, Self (circuil oscil- 


lanL). Soit le circuil branché 


entre les armaiures À et Β 


-resi: δ 
Se re “S/an ce du condensateur de charge q 


| fig. 49) Applic . a doi 
Fig. 49, — Circuit Gig ). Appliquons la 


oscillant. d’Ohm au circuit 
di 
Va — Ve = Ηὶ ἜΤ τ’ 
D’après la théorie du condensateur 
νὰ -- Vs = + 
da ν αἱ d?q 
== dt d’où Ἢ = — pr” Bi 
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£galons les deux valeurs de la différence de poten- 
liel. 


di . dq dq q 
Ri+L— = RL = — 
DRE SHC AR C 
d’où La" +Ra' + = ἢ. 
Dérivons VE AREA, FT ει. τ' = 0. (2) 


Nous voyons ainsi que des phénomènes de natures 
très diverses salisfont à la même équation diffé- 
rentielle : ay!" + by" + cy = 0 

(a. δ. c: constantes posilives). 

L’équalion caractéristique est ax? + bx + c = 0 


de discriminant À = bp? — 4 ac. 


103. Mouvement apériodique. 
Etudions le premier cas : À >> 0. 
POSONS ONE ST NT ne 


Les deux racines sont négatives, leur produit étant 
positif et leur somme négalive. 
SX NU JOB AT 


L'étude complète se lait à l’aide de la dérivée (n° 96-a). 
Remarquons que si ὁ > + © ἢ -> 0. 

Si { > — oo y > + æ.Si AB cest positif [y| décroit 
constamment de + co à 0 quand £'croit de — o à + οὐ, 


Si AB < 0, [υ] décroit jusque 0, g change de signe. 
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{|| croît jusqu'à un maximum puis tend vers θ. Ces 
varialions dites apérioctiques sont donc représentées 
rar des courbes de deux types (fig. 50). 


La condition À > 0 correspend dans le cas du cir- 


4L 
cuit électrique à R° > TT: grandes valeurs de R, 


faibles valeurs de L. Si L tend vers 6 (self RARE σας 


unc racine tend vers — οο. l’autre vers — Ἐπ : 


Ι 


Dr RCA nr 


104. Oscillations amorties. 
Soit maintenant A - 0, Posons À —= — 53, 
D’après la théorie faile au (n° 96-c) 


τς ἐν Si 
y =€ 2a A sin mr + B, za!) 
" 


S’ 
= Ce θὰ" οὖς Ὡς ie). 


Le mouvement esl sinusoïdal amorti, l'amplitude 


b 
: (fig. 47). La censtante -— 
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| tend vers © en oscillant et devient vite négligeable 


, appelée facteur d’amortis- 


2 a 
sement est souvent désignée par À. 
S’ 27 
Posons eo) — δὰ — TT 
: 2T Le 
Ἢ -Ξ- ΩΤ ΠΤ © (pseudo- période) 


! = Eu (05 (ὦ — op). 

En intreduisant les constantes À et ὦ l’équalion 
différentieHe  s’écrit sous Ta forme canonique 
+2 y + (eo + A9 y = 0. La vérification par 
identification est aisée. F'intérêt de À οἱ T réside dans 
le fait qu’on peut les déterminer cxpérimentalement. 

Cas des oscillations (lectriques. 

are 


Dr Vera = Va Vi 
νην AT CL 413 CE 


Si KR est faible, CR? peut être négligé. 
1 2Tc RS 
O = χες D us EM OU OU 
\ŸCL : © 
105. Régime critique. 
Soit Δ--9: y—e-M(a + bb). 


Pour le circuit électrique ce cas HORS à 


L 21. 


τ ν Τ᾽ —=— #2 2ΟἿ, (résistance critique). 
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Quand R décroît en passant par Rec. le phénomène 
qui élait oscillant devient apériodique (régirne critique). 
: LE πάλε TT ἐν 
La pseudo-période T — ET LA devient infinie quand 


R croît vers Ἐς. Expérimentalement on obtient ce 
régime en partant du régime semi-périodique ct en 
faisant varier R de serte que T croisse indéfiniment. 


regime aperiodique 


? ., 2 
régime criiq ue’ 


0 X 
Fig. 51 


Pour les mêmes valeurs de L et C, cetle valeur de R 
correspond à la fonction tendant le plus rapidement 
vers Ὁ (fig. 51). Pour le système oscillant, ce cas 
correspond à 


f — 2 VTe (amortissement critique). 


106. Equations avec 2tme membre. 


19 Galvanomètre à cadre mobile. — On démontre 
qu'un courant d'intensité {agissant sur un [61 galvano- 
mèlre crée un couple proportionnel à À, En courant 
continu l'équation différentielle s'écrit : 

θ΄ + 10 + GO = ki. 


δ... ..ὄ ee es sm EG - Es | 
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. ἣ 5», ἣν. 
li existe une solution particulière Q — θ΄ = θ΄ =0 


TT 


correspondant à une position d’équilibre. 0 est propor- 


 tionnel à i. Le galvanomètre permet donc la mesure 


des imtensiltés. À celte solution particulière s’ajoute 
ka selutien générale de l’équaiion sans deuxième 
menibre. Autour de la position d'équilibre, ie mouve- 
ment est alors identique au mouvement étu&ié précé- 
demment autour de ©. Les mesures seront denc plus 
Lapicdes en prenant f # Je. 

Galvanomètlre balislique. — Seïl un équipage de 
galvanomètre qui oscille au régime critique. 
9 -- (A + Bb et 


Supposons qu'au Lemps 0 


εἰ 0 
θυ AU AT Se == Op — LB: 0 = ζῃ te— M 
d© 
es — =, γ-α-- }ὲ 
di ου (1 λὺ et, 


L'élongalion maxima cerrespond à la racine de la 


1 
déri él — 
V 


Gelle élongation est proportionnelle à ©. 
Mulliplions l'équation différentielle par dt 
[0΄ + θ’ + C0 = ki. 
1θ΄ dt + ,0΄ dt + C0 dt = kiat. 


| | | 
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Si le galvoncmièlre reçoil de ἡ à £ le courant à, 


‘en intégrant on peut écrire 


{2 ri2 74 le 
α } o"a+r f θ΄ ἃ ( Oak f id 
} l 
ou LA [+ 14] + C 1 0 dt = kq 


car EE θ΄ αἱ; € = / 0΄ αἱ; 4 = “] ἰεἱ. 


Supposons qu'initialement le galvanomètre soit 
au 1epos : 0 — θ' — θ et que le temps (4 — L,) soit 
assez brel pour que l’équipage n'ait pas eu le temps 


de bouger mais ait pris la vitesse ὡρ. 
[of = [..1" 
Ie 

D'où l'égalité 


Los = Κ4; ὧν = 


Κα 
Dr <lotù On EN TUE ge 
k 


L'élongatiun maxtma élu  proporlionnelle à κα, 


u le galvanomètre ainsi réglé per- 


sel resistince 
| annee 


condensateur 29 Circuil oscillant. — SOL ui 


met Iles mesures de quantité 


d'électricité. 


Fig. 52. circuit électrique oscillant (résis- 

lance-self-capacilé) aux bornes 

duquel cest branchée la différence de potentiel u (fig. 52) 
clé q 


Ré + ΠΤ me ι; (n°102 — 20), 
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du 


ἐ 
'D’où en dérivant LE + Ri + TE ἢ: 


du 
Supposons la 1.6.1}. ἃ sinusoïiale, ar l'est aussi. 


'E’intégrale générale cest égale à l'intégrale générale 
de l’équatioen sans deuxième membre (régime libre): 
augmentée d’une intégrale particulière sinusoïdale 


de l'équation complète (régime . permanent). 


107. Etude du régime permanent. 


Une fonction sinusoïedale i τὸ A cos (ωἱ — @) est 


telle que 1} = — ὡΣ À ces (ot — p) = — ΟἿ, 
ut ΖΟᾺ 1 
Donc ἔ ταὶ —+—. 
oO 


Pour rechercher une Lelle solution remplaçons dans 
L2r, it 
l'équation différentielle à par Fr 


Li! + Ri— 1 τε (L— ] \ j'! RAP DEEE 
«°C ἡ ἢ dl 
! 1 αἱ 
Intégrons ἃ ΞΞῷ Ri + (L -- ΡΝ pr + καὶ 
K différence de fonctions sinusoïdales ne peut être 
constant qu’en étant nul. 


1 
Posons EL — es ET L, (self apparentc) 
di 
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L'étude de cetle équation ἃ été faite au n° (90-30), 


THEN Un sin (ω — φ) Um sin (ot -- @) 


ἔ ἘΞΞ --.-..-Ξ------.-:------τ.---:- [ ἜΞΩΣΗΣ ὶαὐῈΝ ὦ του,  # 
ν ἘΣ. où 1,8 / 1. λ2 
R° SES 
V LR { ῳ τ) 
; EL 
: Lo Ë Co 
ΕΟ τς ἮΝ R 


RTE 
V FR + (Lo =) = Z est appelée impédance du 


circuit, Ces formules permettent de résoudre les 
problèmes de distribution de courant alternatif. Si 
le deuxième membre est une fonction périodique 
quelconque, on le décompose en série de Fourier et 
on fail le calcul pour chacun des harmoniques. Le 


courant Lotal est la somme des courants composants. 


108. Régime fercé. 

Si le régime libre est apériodique, les oscillations 
forcées tendent rapidement vers le régime permanent, 
Si le régime libre est semi-périodique, les oscillations 
libres et forcées se superposent et créent des batle- 
ments jusqu’à ce que les oscillations propres dispa- 


raisscnt, le régime fercé demeurant seul. 


109. Résonance. 


Soil un circuil où seule la capacité est variable 


Un Ἐν 1 Ἃ3 
ἔπ = --τ avec Z = 5 + | Lo — =) : 


QE PL 


ν᾿ 


————_—_—_—_—_—_—_…_…_—ê— a ———— 
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On peut tracer la courbe de im en fonction ae C 


1 
ou de τ (courbe de résonance) on voit immédiatement 


* 1 1 
UC {mn est maximum pour Lw — — = CG = τς 
AM : P C0 ART Lo? 


(condition de résonance). On peut remarquer que 


la pulsation des oscillations propres du circuit étant 


ω, — Vase condition de résonance s’écril 
C 


r'ésonince 
a! 4! ue 


ΠΤ, cé {love 
De ἔϑτα ΧΕ Τρ. ἐνὶ 2 > ὦ 


O- 


9 


Fig. 53. — Courbes de résonance. 


Πιν a résonance quand la période des oscillalions 
forcées est égale à la période propre du circuit oscil- 


lant. Un circuit en résonance se comporte comme un 


« : £ τα ἢ Je Un 
circuil simplement résistant im —= TR 


{x augmente beaucoup quand C approche de C, 


SiR est faible, 


(résonance aiguë). Sinon la résonance est flouc (fig. 53). 
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Dans un circuit de résistance nulle (ce qui en faitest 


pratiquement impossible) l'intensité de résenance 
serait infinic. 

Les phénomènes de résonance se produisent d’une 
façon générale toutes les fois qu’une force périodique 
agit sur un système oscillant, 58 période se rapprochant 
de celle du système. Une faible action crée alors une 
oscillatien d’autant plus importante que l’amortisse- 
ment est plus faible. Un système oscilkant peu 
ameorti est ἃ résonance aiguë, un système oscillant 
amorti est À résonance flous. 

Dans le paragraphe suivant, nous nolerons quelques 


exemples d'utilisation de phénomènes de résonance. 


Leurs applications s'étendent à toutes les branches de 


Ja physique οὗ interviennent des phénomènes vibra- 


toires : mécanique, acoustique, électricité, etc... Mais 


les effets de Τῷ résonance ne sont. pas toujours heureux : 


et, en pratique, on cherche souvent à éviter les réso- 
nances possibles dans les apparcils mécaniques ou 
dans les circuits électriques. Dans des systèmes peu 
amorlis, elles risquent de créer subilement des cffets 
inatiendus de très grande intensilé, en dehors des 
conditions normales d'utilisation des apparcils, 

Remarquons enfin comment, dans cette étude, 
lanalyse maihématique a su montrer les analogies 
profondes existant «ntre des pr Éénomèënts en apparence 
si divers, 
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110. Exemples de résonance. 


1° Utilisation. 2° Dangers. 


Fleule qui agile un navire. 


Troupe au pas cadencé sur 
Lancement d’une P P 


ς . un pont suspendu. 

S | balançoire, d’une P ἱ 
© Pièce qui vibre sur une au- 
Ἂν" cleche ou de tout 4 

à | tomobile roulant sur une 
© système oscillant , 
-Ξ ᾿ ; route cahotcuse. 

à grande inertie. 
Vibralions dans une pièce 
| qui tourne. 

οἰ Résonatcurs acous- | Résonance G’appareils re- 
ῷῳ 
& tiques. preducteurs-pour certains 
ΕἸ Caisse de résonance: 5015. 

© à , 
< des instruments | Résonances dans les salles 


de musique. de concerts. 


Oscilographes (les oscilla- 
tions étudiées peuvent ne 
Circuits sélectifs des pas être reproduites fidè- 


posies de T.S.F. lement). 


$ 
Ὃ, 


Electrie 
RS “πάλας 


lé 


résonance. «dans des circuits oscil- 


Galvancmiètres à lants par résonance de 
résonance. certains harmoniques 
(surtensions dangereuses 


pour les isolants). 


— 


᾿ » LETPA 14 ᾿ ) 
lréquencemètres ἃ | Créatien de surlensions 


l' 
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111. Conciusion. 


Cette dernière leçon a montré que le calcul intégral, 
en dehors de son iniérêl propre, joue un rôle imper- 
‘lant dans de nombreuses sciences : mécanique, phy- 
sique, chimie théorique, etc... Dans une ciude célèbre 
sur «L'analyse et la physique» (La vaieur de la science, 
chapitre V) Henri PoINCARÉ dit noltamiment : « La 
physique mathématique et l’analyse pure ne sont pas 
‘seulement des puissances limitrophes enéretenant des 
rapports de bon voisinage, elles 50 pénèirent mutuclle- 
ment el icur esprit est le même », L'analyse fail con- 
naîlre au physicien «l’harmonic cachée Ges choses en 
lcs lui faisant voir sous un nouveau biais». Ainsi le 
lecteur qui éiuticra les équations aux dérivées par- 
ticlles et leurs applications verra comment une même 
équalion, celle de Laplace, se rencontre en électri- 
cilé, magnétisine, chaleur, graviiaiion, etc... 

En compensalion, « le Gésir de connaître la nature 
a eu sur le développement des maihémaliques l’in- 
flucnce la plus constante el la plus heureuse. Le maihé- 
maticien pur qui oublicrait l’exisience du monde exlé- 
rieur scrail semblable à un peintre qui saurait harmo- 
nicusement combiner les couleurs el les formes mais 
à qui les modèles feraient défaut. Sa puissance créa- 


trice serait bientôt larie ». 


| 
| 
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